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Re´sume´
Nous e´tudions les β-extensions dans un groupe classique p-adique et obtenons une
relation entre certaines β-extensions a` l’aide d’une repre´sentation de Weil. Nous en
donnons une application a` l’e´tude des points de re´ductibilite´ de certaines induites
paraboliques.
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Introduction
Soit F un corps local non archime´dien de caracte´ristique re´siduelle impaire. Soit G0 un
groupe symplectique, spe´cial orthogonal ou unitaire sur F (sur le corps des points fixes
d’une involution sur F dans le cas unitaire) et, pour n ∈ N, soit Gn le groupe classique de
meˆme nature que G0 ayant un sous-groupe parabolique maximal Pn de facteur de Levi Mn
isomorphe a` GL(n, F )×G0. Soit σ une repre´sentation supercuspidale irre´ductible de G0 et
π une repre´sentation supercuspidale irre´ductible de GL(n, F ).
L’e´tude des points de re´ductibilite´ de la repre´sentation induite indGnPn π|det |
s⊗σ, ou` tradi-
tionnellement le parame`tre s est re´el, joue un roˆle important en the´orie des repre´sentations,
aussi bien, depuis plus de trente ans, dans la classification des repre´sentations lisses irre´ducti-
bles de Gn et la de´termination de son dual unitaire, que plus re´cemment dans l’e´tude de
la correspondance de Langlands. La repre´sentation induite ci-dessus, normalise´e, est tou-
jours irre´ductible si π n’est pas autoduale (au sens approprie´ du paragraphe 3.2) ; si π
est autoduale, dans presque tous les cas ses points de re´ductibilite´ sont soit s = 0, soit
s = ±1
2
. D’apre`s les travaux de Mœglin, l’ensemble Red(σ) des paires (π, s), forme´es d’une
repre´sentation supercuspidale autoduale irre´ductible π d’un groupe GL(n, F ) et d’un nombre
re´el s ≥ 1, telles que la repre´sentation induite indGnPn π|det |
s ⊗ σ soit re´ductible de´termine
le L-paquet auquel appartient σ et son image dans la correspondance de Langlands ; cet
ensemble est fini et sa taille est connue.
Or la the´orie des types et paires couvrantes est un outil puissant d’e´tude de telles induites,
qui permet de traiter le cas, e´chappant aux me´thodes traditionnelles, des repre´sentations non
ge´ne´riques, et qui surtout devrait aboutir a` une description explicite de Red(σ), donc du L-
paquet de σ et de son image dans la correspondance de Langlands, en fonction du type (ou
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d’un type) attache´ a` σ. Ce programme, initie´ dans l’article fondateur [6], est techniquement
assez difficile puisque pour obtenir Red(σ) il faut partir d’un type (Jσ, λσ) pour σ, d’un
type (J˜π, λ˜π) pour une repre´sentation supercuspidale autoduale irre´ductible π d’un groupe
GL(n, F ) et de´terminer :
(i) une paire couvrante (J, λ) de (J˜π × Jσ, λ˜π ⊗ λσ) dans Gn ;
(ii) la structure de l’alge`bre de Hecke associe´e H(Gn, λ) ;
(iii) les points de re´ductibilite´ complexes de l’induite ci-dessus via des e´quivalences de
cate´gories transformant l’induction parabolique en induction des H(Mn, λ˜π ⊗ λσ))-
modules en H(Gn, λ)-modules (voir le paragraphe 3.2, essentiellement inde´pendant du
reste de l’article). Un type pour π est insensible a` la torsion par un caracte`re non
ramifie´, c’est pourquoi le parame`tre s varie ici dans C ; cela revient a` e´tudier ensemble
deux repre´sentations induites a` parame`tre re´el (§3.2).
La faisabilite´ de ce programme est atteste´e par [1] qui le me`ne a` son terme pour les sous-
groupes de Levi GL(1, F )× Sp(2, F ) et GL(2, F ) de Sp(4, F ). Dans un travail en cours avec
Guy Henniart et Shaun Stevens, nous le mettons en œuvre pour de´terminer explicitement
les L-paquets de Sp(4, F ) en termes de types, a` partir de la liste des types de repre´sentations
supercuspidales ge´ne´riques et non ge´ne´riques de Sp(4, F ) e´tablie dans [4] (Gan et Takeda
de´crivent ces L-paquets dans [8] par une me´thode diffe´rente ne permettant pas une telle
explicitation).
Dans un groupe classique plus ge´ne´ral et pour une repre´sentation induite de la forme ci-
dessus, la construction d’une paire couvrante (i) a e´te´ effectue´e dans certains cas particuliers :
le sous-groupe de Levi de Siegel d’un groupe symplectique dans [2], le sous-groupe de Levi
de Siegel d’un groupe classique dans [10] ou` la structure the´orique de l’alge`bre de Hecke
(ii) est de´termine´e, une repre´sentation supercuspidale autoduale de niveau ze´ro du Levi de
Siegel d’un groupe symplectique ou spe´cial orthogonal dans [13] qui donne en outre l’e´tude
de re´ductibilite´ (iii). Plus ge´ne´ralement, des paires couvrantes accompagne´es de la structure
the´orique de l’alge`bre de Hecke associe´e sont fournies par [21], sous des hypothe`ses assez
larges, en particulier celles du paragraphe 3.1 ci-dessous, que nous supposerons ve´rifie´es
dans la suite de cette introduction : il s’agit essentiellement de demander que π et σ soient
attache´es a` des strates suffisamment “disjointes” du point de vue de la the´orie des types et
a` des caracte`res semi-simples compatibles (cf. remarque 3.18).
Dans presque tous les cas qui nous inte´ressent ici, la structure the´orique de l’alge`bre
de Hecke H(Gn, λ) obtenue est la meˆme : il s’agit d’une alge`bre de convolution a` deux
ge´ne´rateurs T0 et T1 sur un groupe de Weyl affine qui ne de´pend que de π. Le ge´ne´rateur
Ti, i = 0, 1, est l’image par une injection d’alge`bres du ge´ne´rateur d’une alge`bre de Hecke
Li = H(Gi, ρi) de dimension 2, l’alge`bre d’entrelacements de l’induite parabolique d’une
repre´sentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi maximalMi dans un groupe re´ductif fini.
La connaissance de Gi et ρi doit permettre de calculer la relation quadratique satisfaite par
Ti a` l’aide des travaux de Lusztig (voir [13]). Ces deux relations quadratiques suffisent a`
de´terminer les parties re´elles des points de re´ductibilite´ de la repre´sentation induite conside´re´e
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(§3.2) et donc a` pre´dire s’il s’agit d’une situation “ordinaire” avec re´ductibilite´s de parties
re´elles 0 ou ±1
2
, ou d’une situation fournissant un e´le´ment de l’ensemble Red(σ) cherche´.
Mais le diable est dans les de´tails : ρi est “la partie de niveau ze´ro du type λ”, notion
a` laquelle on ne peut donner un sens que “relativement a` Gi” (en prenant un peu de liberte´
avec le vocabulaire). En effet ρi est de´termine´e par une e´criture du type λ sous la forme
κi ⊗ ρi ou` κi est une β-extension relativement a` Gi [21]. Il en re´sulte que ρi n’est a priori
connue qu’a` un caracte`re (e´ventuellement muni de proprie´te´s supple´mentaires) pre`s et la
structure de Li peut en de´pendre (voir les exemples 2.36 et 3.16 et le paragraphe 3.4). C’est
pourquoi la re´alisation du programme ci-dessus doit passer par une analyse approfondie de
la notion de β-extension, dont le pre´sent article constitue une e´tape.
Une description plus pre´cise des alge`bres Li qui, redisons-le, de´terminent les parties
re´elles des points de re´ductibilite´ de indGnPn π|det |
s ⊗ σ, fait apparaˆıtre que leur de´pendance
en σ re´side exclusivement dans la de´termination de ρi, c’est-a`-dire dans la de´termination des
β-extensions attache´es a` la situation, l’effet de σ e´tant simplement de modifier le choix de
ρi par torsion par un caracte`re. Il est naturel dans ces conditions de comparer les parties
re´elles des points de re´ductibilite´ des induites indGnPn π|det |
s ⊗ σ et indHnQnπ|det |
s, ou` Hn est
le groupe classique de meˆme nature que G0 ayant un sous-groupe parabolique maximal Qn
de facteur de Levi isomorphe a` GL(n, F ). Comme on vient de le voir, cette comparaison se
rame`ne a` une comparaison entre repre´sentations cuspidales d’un meˆme groupe fini pouvant
diffe´rer d’une torsion par un caracte`re.
C’est la de´termination de ce caracte`re, intrinse`quement lie´ a` la notion de β-extension, qui
est l’enjeu du travail qui suit. Il s’agit en re´alite´ de comparer β-extensions dans le groupe Gn
et β-extensions dans son sous-groupe Hn×G0. La solution est donne´e dans le the´ore`me 2.35,
re´sultat principal de l’article. Elle est assez simple (si l’on omet d’e´noncer les hypothe`ses et
notations) : les β-extensions conside´re´es dans Gn et dans Hn × G0 diffe`rent d’un caracte`re
qui est la signature d’une permutation explicite, l’action par conjugaison sur un groupe fini
attache´ a` la situation.
Revenons pour terminer a` la motivation initiale : la description explicite de Red(σ).
On s’attend a` ce que les repre´sentations autoduales π intervenant dans Red(σ) pre´sentent
une forte affinite´, du point de vue des types, avec σ (comme dans l’exemple final de [3] ou`
la paire couvrante relative a` π ⊗ σ est attache´e a` une strate simple et ou` l’on obtient un
point de re´ductibilite´ de partie re´elle 1). Or nous nous sommes place´s dans une situation ou`
au contraire, les strates sous-jacentes a` π et σ sont suppose´es “disjointes” (hypothe`ses du
paragraphe 3.1, cf remarque 3.18). De fait c’est dans le cas ou` π est un caracte`re autodual
de GL(1, F ) et ou` la strate semi-simple sous-jacente a` σ n’a pas de composante nulle que nos
re´sultats trouvent leur premie`re application. Dans le cas symplectique, chaque alge`bre Li
est l’alge`bre d’entrelacement d’un caracte`re quadratique ou trivial du sous-groupe de Borel
de SL(2, kF ) et l’on sait a` quel point sa structure de´pend de ce caracte`re (§3.4) : la signature
de la permutation du the´ore`me 2.35 de´termine ici la ramification du caracte`re autodual π
figurant dans Red(σ).
L’article est divise´ en trois parties : mise en place des proprie´te´s des β-extensions ; cons-
truction d’une repre´sentation de Weil permettant d’obtenir le caracte`re cherche´ ; application
a` l’e´tude de re´ductibilite´.
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La premie`re partie est technique, centre´e sur les notions fondamentales de bijection cano-
nique et de β-extension de´finies par Stevens dans [21]. Apre`s avoir rappele´ les de´finitions
essentielles (§1.1), on donne au paragraphe 1.2 une caracte´risation de la bijection canonique
en termes d’entrelacement. Le paragraphe 1.3 est consacre´ a` la mise en place d’un foncteur de
restriction de Jacquet rP dans une situation le´ge`rement plus ge´ne´rale que celle de [21] (dont
il s’inspire largement, voir loc. cit. §5.3 et 6.1), ou` le sous-groupe parabolique P est attache´
a` une de´composition qui est subordonne´e a` la strate conside´re´e, sans lui eˆtre proprement
subordonne´e. Le re´sultat essentiel (proposition 1.20) est de´montre´ au paragraphe 1.4 : il
s’agit de la compatibilite´ entre le foncteur rP et la bijection canonique sur laquelle repose la
notion de β-extension.
La deuxie`me partie, que l’on de´crit ici dans le contexte simplifie´ ci-dessus, part d’un
caracte`re semi-simple θ dans Gn convenablement de´compose´ par rapport au sous-groupe
Hn×G0 et relie les repre´sentations associe´es η et κ dansGn a` des objets analogues η′ et κ′ dans
Hn×G0 (§2.1). La relation obtenue est pre´cise´e au paragraphe 2.2 a` l’aide d’un foncteur de
restriction de Jacquet relatif a` un sous-groupe parabolique de Levi GL(n, F )×G0. On cons-
truit alors une repre´sentation “de Weil” W telle que la famille finie des repre´sentations κ et
celle des κ′ soient relie´es par κ ≃W⊗κ′ (§2.3). Graˆce aux proprie´te´s de cette repre´sentation
de Weil, on montre, lorsque le caracte`re θ est attache´ a` un ordre autodual maximal, que
la repre´sentation κ est une β-extension si et seulement si κ′ en est une (§2.4). L’usage de
la compatibilite´ entre restriction de Jacquet et bijection canonique montre´e en 1.4 aboutit
au the´ore`me 2.35, qui de´crit le caracte`re par lequel diffe`rent les β-extensions dans Gn et
Hn ×G0.
La troisie`me partie se rapproche de la motivation initiale en expliquant comment les
re´sultats obtenus s’appliquent a` l’e´tude de re´ductibilite´. Nous commenc¸ons par re´sumer les
re´sultats de Stevens [21] dans le contexte simplifie´ d’une de´composition autoduale en trois
morceaux (§3.1, inde´pendant des deux premie`res parties). On y voit (corollaire 3.7) que la
notion de β-extension est cruciale pour trouver les ge´ne´rateurs de l’alge`bre de Hecke de la
paire couvrante conside´re´e. Nous de´taillons ensuite le lien entre les relations quadratiques sa-
tisfaites par les deux ge´ne´rateurs d’une alge`bre de Hecke correspondant a` notre situation et les
points de re´ductibilite´ des repre´sentations induites associe´es (§3.2, proposition 3.12). Il reste
a` tirer quelques conclusions : la comparaison des β-extensions dansGn etHn×G0 faite dans le
the´ore`me 2.35 permet de comparer les alge`bres de Hecke associe´es, on passe des ge´ne´rateurs
de l’une a` ceux de l’autre par torsion par des caracte`res donne´s par ce the´ore`me (§3.3,
proposition 3.17). Nous terminons par des exemples dans un groupe symplectique (§3.4),
illustrant la relation entre la notion essentielle de β-extension et les points de re´ductibilite´
d’induites paraboliques.
Remerciements. J’aimerais remercier Shaun Stevens pour m’avoir explique´ certaines subtilite´s
des caracte`res semi-simples et β-extensions et pour ses commentaires d’une premie`re version de ce
manuscrit, et Laure Blasco, Guy Henniart, Colette Mœglin et Shaun Stevens pour des discussions
tre`s stimulantes a` diffe´rents stades de ce travail.
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Notations
On travaille dans cet article sur les objets de´finis par Shaun Stevens dans [21] et des articles
ante´rieurs, et qui trouvent leur origine dans [5] et [7]. On respecte autant que possible les
notations de [21], en les simplifiant parfois comme indique´ ci-dessous.
Soit F un corps local non-archime´dien de caracte´ristique re´siduelle impaire p muni d’un
automorphisme note´ x 7→ x¯ d’ordre 1 ou 2 et de points fixes F0. On note kF son corps
re´siduel, de cardinal qF = q. On conside`re le groupe classique G
+ des automorphismes d’un
espace vectoriel V de dimension finie sur F conservant une forme ǫ-hermitienne (relativement
a` l’automorphisme x 7→ x¯, avec ǫ = ±1) non de´ge´ne´re´e h sur V . Dans le cas orthogonal on
de´finit G comme le groupe spe´cial orthogonal des e´le´ments de G+ de de´terminant 1, dans
les autres cas on pose G = G+. On note aussi g 7→ g¯ l’involution adjointe sur EndF (V )
associe´e a` h, de sorte que G+ = {g ∈ GLF (V )/g¯ = g−1}. En ge´ne´ral on notera avec des
tildes les objets relatifs au groupe line´aire G˜ = GLF (V ), sans tilde ceux relatifs a` G, et avec
un exposant + ceux relatifs a` G+ (dont les p-sous-groupes sont contenus dans G).
SoitM un sous-groupe de Levi deG et σ une repre´sentation supercuspidale irre´ductible de
M ; on noteR[σ,M ](G) la sous-cate´gorie pleine des repre´sentations lisses complexes de G dont
chaque sous-quotient irre´ductible est sous-quotient d’une repre´sentation induite parabolique
d’une repre´sentation de M tordue de σ par un caracte`re non ramifie´.
Soit J un sous-groupe compact ouvert de G et λ une repre´sentation lisse irre´ductible de J
d’espace E, on note H(G, λ) l’alge`bre de Hecke de λ dans G. C’est l’alge`bre de convolution
(relativement a` la mesure de Haar sur G donnant a` J le volume 1) des fonctions lisses a`
support compact f : G −→ EndC(E) ve´rifiant :
∀x, y ∈ J, ∀g ∈ G, f(xgy) = λ(x)f(g)λ(y).
On note Mod-H(G, λ) la cate´gorie des modules a` droite unitaux sur cette alge`bre.
L’objet de base de cet article est une strate gauche semi-simple [Λ, n, 0, β] de EndF (V )
[21, Definition 2.5] dont on note V = V 1 ⊥ · · · ⊥ V l la de´composition orthogonale de V
associe´e. Rappelons l’essentiel :
• β est un e´le´ment de EndF (V ) ve´rifiant β¯ = −β et somme de ses restrictions βi a` V
i,
e´le´ments de EndF (V
i) tels que F [βi] = Ei soit un corps pour 1 ≤ i ≤ l. De plus
E = F [β] est la somme E = E1 ⊕ · · · ⊕ El et le centralisateur B de β dans EndF (V )
est la somme des commutants Bi de βi dans EndF (V
i), 1 ≤ i ≤ l. On note G˜E = B×,
G+E = B
× ∩G+ et GE = B× ∩G.
• Λ est une suite autoduale de oF -re´seaux de V ve´rifiant pour tout r ∈ Z : Λ(r) =
⊕li=1Λ(r) ∩ V
i, et la suite de re´seaux Λi de V i de´finie par Λi(r) = Λ(r) ∩ V i est une
suite autoduale de oEi-re´seaux, 1 ≤ i ≤ l. On note a0(Λ) le fixateur de la suite Λ
dans EndF (V ), muni d’une filtration par les an(Λ), n ≥ 1 entier, forme´s des e´le´ments
de´calant la suite de n ; de meˆme pour b0(Λ) = a0(Λ)∩B et bn(Λ) = an(Λ)∩B. On note
enfin : P˜ (Λ) = a0(Λ)
×, P+(Λ) = P˜ (Λ)∩G+, P (Λ) = P˜ (Λ)∩G, P+(ΛoE) = P
+(Λ)∩B,
P (ΛoE) = P (Λ) ∩ B, P1(ΛoE) = P (ΛoE) ∩ (1 + b1(Λ)) et P
0(ΛoE) l’image inverse dans
P (ΛoE) de la composante neutre du quotient P (ΛoE)/P1(ΛoE) [21, §2.1].
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Les groupes H˜1(β,Λ), J˜1(β,Λ), J˜(β,Λ) de´signent les sous-groupes de G˜ relatifs a` une strate
semi-simple de´finis dans [20, §3] (apre`s [5] et [7]). Pour une strate semi-simple gauche on note
H1(β,Λ), J1(β,Λ), J(β,Λ) leurs intersections avec G, et on note J+(β,Λ) = J˜(β,Λ) ∩G+.
On pose enfin J0(β,Λ) = P 0(ΛoE)J
1(β,Λ) – rappelons que J(β,Λ) = P (ΛoE)J
1(β,Λ). On
raccourcira en ge´ne´ral H1(β,Λ) etc. en H1(Λ) etc., puisque la plupart du temps, dans les
strates gauches semi-simples [Λ, n, 0, β] que l’on conside´rera, l’e´le´ment β sera fixe´. De meˆme
on utilisera de fac¸on abusive la notation oE , comme dans oE-re´seaux ou P
+(ΛoE) [21, §2],
en omettant les indices ou exposants auxquels le E pourrait pre´tendre, de fac¸on a` e´viter
d’e´crire “oE(0)-re´seaux” ou “P
+(Λo
E(j)
)”.
Dans toute la suite on de´signe par [Λ, n, 0, β], [Λ′, n′, 0, β], [Λm, nm, 0, β], [ΛM , nM , 0, β]
des strates gauches semi-simples ayant en commun l’e´le´ment β, donc aussi la de´composition
de V en V = V 1 ⊥ · · · ⊥ V l, et telles que
• b0(Λm) ⊆ b0(Λ) ; b0(Λ) = b0(Λ′) ; b0(Λ) ⊆ b0(ΛM) ;
• b0(ΛM) est un oE-ordre autodual maximal.
On fixe un caracte`re semi-simple gauche θ de H1(Λ) [20, §3.6] et on note θ′, θm, θM les
caracte`res de H1(Λ′), H1(Λm) et H1(ΛM) qui lui correspondent par transfert [21, Proposition
3.2]. On note η (resp. η′, ηm, ηM) l’unique repre´sentation irre´ductible de J1(Λ) (resp. J1(Λ′),
J1(Λm), J1(ΛM)) contenant θ (resp. θ′, θm, θM).
Si [Λ⋆, n⋆, 0, β], ou` ⋆ de´signe n’importe quel symbole, est une autre telle strate, on utilisera
de la meˆme fac¸on les notations θ⋆, η⋆ etc., ou bien aussi θ(Λ⋆), η(Λ⋆) etc.
1 Quelques proprie´te´s des β-extensions
Pour la commodite´ de la re´daction on rappelle avant de commencer un fait bien connu et
e´le´mentaire mais tre`s utile. Soit H et H ′ des sous-groupes ouverts compacts d’un groupe
l.c.t.d. K et ρ et ρ′ des repre´sentations de dimension finie de H et H ′ respectivement. Alors
HomH∩H′(ρ, ρ
′) 6= {0} =⇒ HomK(Ind
K
Hρ, Ind
K
H′ρ
′) 6= {0}. (1.1)
1.1 Faits essentiels
Rappelons les re´sultats suivants de [21], qui jouent un roˆle crucial dans la suite.
Proposition 1.2 ([21] Proposition 3.7). Il existe une unique repre´sentation irre´ductible
η(Λm,Λ) de J1(Λm,Λ) = P1(Λ
m
oE
)J1(Λ) ve´rifiant :
(i) η(Λm,Λ)|J1(Λ) = η ;
(ii) Pour toute suite de oE-re´seaux Λ
′′ ve´rifiant b0(Λ
′′) = b0(Λ
m) et a0(Λ
′′) ⊆ a0(Λ) on a
Ind
P1(Λ′′)
J1(Λ′′) η
′′ ≃ IndP1(Λ
′′)
P1(ΛmoE )J
1(Λ) η(Λ
m,Λ).
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De´monstration. Il ne s’agit que d’e´tendre les notations de [21, Proposition 3.7], qui suppose
a0(Λ
m) ⊆ a0(Λ), au cas ge´ne´ral b0(Λm) ⊆ b0(Λ). Cette extension est implicite dans [21]
puisque l’auteur de´finit η(Λ′′,Λ) (ηm,M dans les notations de [21]) et remarque que cette
repre´sentation et son groupe de de´finition P1(Λ
′′
oE
)J1(Λ) ne de´pendent que de b0(Λ
′′) et non
de la suite Λ′′ elle-meˆme. Il suffit donc ici de de´finir η(Λm,Λ) = η(Λ′′,Λ). On rappelle que
des suites Λ′′ ve´rifiant les conditions de l’e´nonce´ existent toujours [21, Lemme 2.8]. 
Proposition 1.3 ([21] Lemma 4.3). Il y a une bijection canonique BΛm Λ entre l’ensemble
des prolongements κm de ηm a` J+(Λm) et l’ensemble des prolongements κ de η(Λm,Λ) a`
P+(ΛmoE)J
1(Λ). Si a0(Λ
m) ⊆ a0(Λ) cette bijection associe a` κm l’unique repre´sentation κ de
P+(ΛmoE)J
1(Λ) telle que κ et κm induisent des repre´sentations (irre´ductibles) e´quivalentes de
P+(ΛmoE)P
1(Λm).
On notera parfois simplement B la bijection canonique de´finie ci-dessus. C’est cette
bijection qui permet de de´finir la notion de β-extension dans [21] :
De´finition 1.4 ([21] Theorem 4.1, Definition 4.5). (i) Cas maximal. Une repre´sen-
tation κM de J+(ΛM) est une β-extension de ηM si κM est un prolongement de
η(Λm,ΛM), pour une suite autoduale Λm de oE-re´seaux telle que b0(Λ
m) soit un oE-
ordre autodual minimal contenu dans a0(Λ
M). La condition est alors ve´rifie´e pour toute
telle suite Λm. Il existe des β-extensions et deux d’entre elles diffe`rent d’un caracte`re
de P+(ΛMoE)/P1(Λ
M
oE
) trivial sur les sous-groupes unipotents.
(ii) Cas ge´ne´ral. Soit κM une β-extension de ηM a` J+(ΛM). La β-extension de η a` J+(Λ)
relative a` ΛM et compatible a` κM est la repre´sentation κ de J+(Λ) telle que BΛΛM (κ)
soit la restriction de κM a` P+(ΛoE)J
1(ΛM).
On dira que κ est une β-extension de η a` J+(Λ) si elle en est une relativement a` une
suite ΛM convenable.
Les faits suivants sont des conse´quences imme´diates, voire tautologiques, de [21, §4].
Lemme 1.5. (i) Si κ correspond a` κ′ par la bijection canonique BΛΛ′, alors κ est une β-
extension de η relative a` ΛM (compatible a` κM ) si et seulement si κ′ est une β-extension
de η′ relative a` ΛM (compatible a` κM).
(ii) La bijection canonique BΛm Λ, entre prolongements de η
m a` J+(Λm) et prolongements
de η(Λm,Λ) a` P+(ΛmoE)J
1(Λ), est compatible a` la torsion par les caracte`res du groupe
P+(ΛmoE)/P
1(ΛmoE).
De´monstration. Le premier fait provient de ce que la compose´e de deux bijections cano-
niques est une bijection canonique (voir aussi la de´monstration de [21, Lemma 4.3]). Le
second est e´le´mentaire. 
1.2 Une proprie´te´ caracte´ristique de la bijection canonique
On de´montre dans ce paragraphe la proprie´te´ suivante :
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Proposition 1.6. Supposons que a0(Λ
m) ⊆ a0(Λ). Soit κm un prolongement de ηm a` J+(Λm)
et κ un prolongement de η(Λm,Λ) a` P+(ΛmoE)J
1(Λ). Alors
κ = BΛm Λ(κ
m) ⇐⇒ Hom J+(Λm)∩P+(Λm
oE
)J1(Λ)(κ
m, κ) 6= {0}
De´monstration. Elle s’appuie sur deux lemmes qu’on e´tablit d’abord.
Lemme 1.7. Il existe un vecteur v de l’espace de κm tel que∮
H1(Λ)∩J+(Λm)
θ(x−1) κm(x) v dx 6= 0.
De´monstration. Comme H1(Λ) ⊆ P1(Λ) ⊆ P1(Λm), l’inte´grale calcule´e est en fait
X(v) =
∮
H1(Λ)∩J1(Λm)
θ(x−1) ηm(x) v dx.
L’application v 7→ X(v) est un projecteur de l’espace de ηm sur son sous-espace isotypique
de type θ sous H1(Λ)∩J1(Λm). Il s’agit donc de montrer que celui-ci est non nul, et comme
l’induite de θm a` J1(Λm) est multiple de ηm il suffit d’e´tablir
HomH1(Λ)∩J1(Λm)(θ, Ind
J1(Λm)
H1(Λm)θ
m) 6= {0}.
On de´veloppe la restriction de Ind
J1(Λm)
H1(Λm)θ
m a` H1(Λ) ∩ J1(Λm) selon la formule de Mackey ;
le premier terme est Ind
H1(Λ)∩J1(Λm))
H1(Λ)∩H1(Λm)θ
m, or par re´ciprocite´ de Frobenius on a bien
HomH1(Λ)∩J1(Λm)(θ, Ind
H1(Λ)∩J1(Λm))
H1(Λ)∩H1(Λm)θ
m) ≃ HomH1(Λ)∩H1(Λm)(θ, θ
m) 6= {0}
puisque θm est le transfert de θ [21, Proposition 3.2]. 
Lemme 1.8. La multiplicite´ de η dans Ind
P+(Λm
oE
)P1(Λm)
P+(Λm
oE
)J1(Λ) κ est 1.
De´monstration. De nouveau on a J1(Λ) ⊆ P1(Λ) ⊆ P1(Λm), il suffit donc de conside´rer la
restriction de la repre´sentation induite a` P1(Λ
m), soit Φ = Ind
P1(Λm)
P1(ΛmoE )J
1(Λ) κ|P1(ΛmoE )J1(Λ), qui
est irre´ductible [21, Proposition 3.7]. On a
Hom J1(Λ)(η,Φ) ≃ Hom P1(Λm)(Ind
P1(Λm)
P1(ΛmoE )J
1(Λ)Ind
P1(ΛmoE )J
1(Λ)
J1(Λ) η, Φ)
Remarquons que Ind
P1(ΛmoE
)J1(Λ)
J1(Λ) η ≃ η(Λ
m,Λ) ⊗ Ind
P1(ΛmoE
)
P 1(ΛoE )
1 ≃ ⊕χ∈Zmχ η(Λm,Λ) ⊗ χ, ou` Z
de´signe l’ensemble des classes d’isomorphisme de facteurs irre´ductibles de Ind
P1(ΛmoE )
P 1(ΛoE )
1 et
mχ la multiplicite´ de χ ∈ Z dans cette induite.
Pour χ ∈ Z, I(χ) = IndP1(Λ
m)
P1(ΛmoE )J
1(Λ)η(Λ
m,Λ) ⊗ χ est irre´ductible car l’entrelacement
dans P1(Λ
m) de η(Λm,Λ) ⊗ χ est contenu dans celui de η : J1(Λ)GEJ1(Λ) ∩ P1(Λm) =
P1(Λ
m
oE
)J1(Λ). Ainsi I(χ) et Φ sont entrelace´es si et seulement si elles sont isomorphes, si et
seulement si χ = 1 par de´finition de η(Λm,Λ). Par ailleurs m1 vaut 1 par Frobenius. 
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Montrons maintenant la proposition. Par de´finition, les repre´sentations κ et κm se corres-
pondent par la bijection canonique si et seulement si il existe un isomorphisme E entre les
repre´sentations induites :
Ind
P+(Λm
oE
)P1(Λm)
P+(ΛmoE )J
1(Λ) κ
E
−→ Ind
P+(Λm
oE
)P1(Λm)
J+(Λm) κ
m.
La condition Hom J+(Λm)∩P+(Λm
oE
)J1(Λ)(κ
m, κ) 6= {0} est suffisante par 1.1 (les induites sont
irre´ductibles). Pour montrer qu’elle est ne´cessaire nous avons besoin des lemmes ci-dessus.
On compose E avec l’injection canonique J de κ dans son induite a` droite, avec la projection
canonique P de l’induite de κm sur κm a` gauche : on obtient un entrelacement P ◦ E ◦ J de
κ dans κm dont on va montrer qu’il est non nul.
D’apre`s le lemme 1.8, l’image de κ par J est la composante isotypique de type θ de
l’induite de κ, qui s’envoie injectivement par E sur la composante isotypique de type θ de
l’induite de κm. Il suffit alors de montrer que P n’est pas identiquement nulle sur cette
composante.
L’espace de l’induite de κm peut se voir comme l’espace des fonctions f de P+(ΛmoE)P1(Λ
m)
dans l’espace de κm ve´rifiant f(gx) = κm(g)f(x) pour g ∈ J+(Λm) et on a P(f) = f(1).
L’application f 7→ f θ de´finie par f θ(y) =
∮
H1(Λ)
θ(x−1)f(yx)dx est un projecteur sur la
composante de type θ sous H1(Λ). Prenons f dans l’image canonique de κm, c’est-a`-dire de
support J+(Λm). On a
P(f θ) = f θ(1) =
∮
H1(Λ)
θ(x−1)f(x)dx =
∮
H1(Λ)∩J+(Λm)
θ(x−1)κm(x)f(1)dx.
L’existence de f(1) tel que cette inte´grale soit non nulle est donne´e par le lemme 1.7. 
Corollaire 1.9. Si a0(Λ
m) ⊆ a0(Λ), alors η(Λ
m,Λ) est l’unique prolongement de η a`
P1(Λ
m
oE
)J1(Λ) ve´rifiant
Hom J1(Λm)∩P1(ΛmoE )J1(Λ)(η
m, η(Λm,Λ)) 6= {0}.
1.3 De´compositions subordonne´es et restriction de Jacquet
Rappelons les de´finitions de [21, §5]. Soit V = ⊕kj=−kW
(j) une de´composition de V autoduale
– c’est-a`-dire que l’orthogonal dans V de W (j), pour −k ≤ j ≤ k, est ⊕s 6=−j W
(s) – telle
que, pour tout j, −k ≤ j ≤ k :
• W (j) = ⊕li=1W
(j) ∩ V i ;
• W (j) ∩ V i est un Ei-sous-espace de V i pour tout i, 1 ≤ i ≤ l.
Une telle de´composition est subordonne´e a` la strate [Λ, n, 0, β] si on a pour tout entier r :
Λ(r) = ⊕kj=−kΛ(r) ∩W
(j); on notera Λ(j) la suite de re´seaux de W (j) de´finie par Λ(j)(r) =
Λ(r)∩W (j). Elle est proprement subordonne´e a` [Λ, n, 0, β] si de plus, pour tout i, 1 ≤ i ≤ l,
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chaque saut de la suite de re´seaux Λi(r) intervient dans un et un seul des sous-espaces
W (j) ∩ V i (voir [5, §7] et [21, §5]).
Fixons une de´composition autoduale V = ⊕kj=−kW
(j) de V proprement subordonne´e a`
[Λm, n, 0, β] ; elle est alors subordonne´e a` [Λ, n, 0, β]. Soit M le sous-groupe de Levi de G+
fixant la de´composition V = ⊕kj=−kW
(j) et P un sous-groupe parabolique de G+ de facteur
de Levi M et radical unipotent U ; on note P− et U− les oppose´s de P et U par rapport
a` M . Il est montre´ dans [21, §5.3] que sous l’hypothe`se de subordination, les sous-groupes
H1(Λ) et J1(Λ) ont une de´composition d’Iwahori par rapport a` (P,M) et l’on peut de´finir :
• un prolongement θP de θ a` H
1
P (Λ) = H
1(Λ)(J1(Λ) ∩ U), trivial sur J1(Λ) ∩ U ;
• l’unique repre´sentation irre´ductible ηP de J1P (Λ) = H
1(Λ)(J1(Λ) ∩ P ) contenant θP ;
sa restriction a` H1P (Λ) est multiple de θP . Elle ve´rifie en outre :
ηP est la repre´sentation de J
1
P (Λ) dans les J
1(Λ) ∩ U -invariants de η obtenue par
restriction de η a` J1P (Λ) et η ≃ Ind
J1(Λ)
J1
P
(Λ)
ηP .
Dans les notations de [21, §5.3] on a H1(Λ)∩M = H1(Λ(0))×
∏k
j=1 H˜
1(Λ(j)) ; le caracte`re
semi-simple θ est trivial sur H1(Λ) ∩ U et H1(Λ) ∩ U− et a pour restriction a` H1(Λ) ∩M
un produit θ(0) ⊗
⊗k
j=1(θ˜
(j))2 ou` θ(0) est un caracte`re semi-simple gauche et les θ˜(j), pour
j 6= 0, sont des caracte`res semi-simples. De meˆme ηP |J1(Λ)∩M est une repre´sentation de
J1(Λ) ∩ M = J1(Λ(0)) ×
∏k
j=1 J˜
1(Λ(j)) de la forme η(0) ⊗
⊗k
j=1 η˜
(j), ou` η(0) est l’unique
repre´sentation irre´ductible de J1(Λ(0)) contenant θ(0) et η˜(j), pour j 6= 0, est l’unique
repre´sentation irre´ductible de J˜1(Λ(j)) contenant (θ˜(j))2.
Sous l’hypothe`se de subordination propre, ici valide pour Λm, on a de tels re´sultats
jusqu’au niveau de J+ [21, §5.3] : le groupe J+(Λm) a aussi une de´composition d’Iwahori
et tout prolongement κm de ηm a` J+(Λm) est induit de la repre´sentation κmP de J
+
P (Λ
m) =
H1(Λm)(J+(Λm)∩P ) obtenue en prenant les J1(Λm)∩U -invariants de κm ; la repre´sentation
κmP prolonge η
m
P . Noter qu’alors J
+(Λm) ∩ U = J1(Λm) ∩ U .
En l’absence de subordination propre, on peut ne´anmoins utiliser les techniques de J1∩U -
invariants pour e´tudier des prolongements de η a` un sous-groupe convenable de J+(Λ). Gar-
dons les notations J+P (Λ) = H
1(Λ)(J+(Λ)∩P ), κP prolongement de ηP a` J
+
P (Λ), dans ce con-
texte e´largi ; on ve´rifie facilement (crite`re de Mackey) que Ind
J+(Λ)
J+
P
(Λ)
κP n’est pas irre´ductible
si J+(Λ) n’est pas e´gal a` J1(Λ)J+P (Λ). Mais ce sous-groupe lui-meˆme est digne d’inte´reˆt. Il
a une de´composition d’Iwahori relative a` (M,P ) et :
Lemme 1.10. Pour tout prolongement κ de η a`
J1(Λ)J+P (Λ) = (J
1(Λ) ∩ U−)(J+(Λ) ∩M)(J+(Λ) ∩ U)
le sous-espace des invariants par J1(Λ) ∩ U de´finit une repre´sentation κP de J
+
P (Λ) =
(P+(ΛoE) ∩ P )J
1
P (Λ) prolongeant ηP et telle que
κ ≃ Ind
J1(Λ)J+
P
(Λ)
J+
P
(Λ)
κP .
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De´monstration. Il suffit de ve´rifier l’e´galite´ suivante :
J+(Λ) ∩ P = (P+(ΛoE) ∩ P ) (J
1(Λ) ∩ P ). (1.11)
Comme J1(Λ) a une de´composition d’Iwahori par rapport a` (M,P ), tout e´le´ment de J+(Λ)
peut s’e´crire j = xj−1− jP avec x ∈ P
+(ΛoE), jP ∈ J
1(Λ) ∩ P et j− ∈ J1(Λ) ∩ U−. Alors j
appartient a` P si et seulement si xj−1− appartient a` P . Ecrivons dans ce cas x = umj− avec
u ∈ U , m ∈ M . Par unicite´ de la de´composition d’Iwahori on voit que, puisque x commute
a` F [β]× qui est contenu dans M , alors j− commute aussi a` F [β]
×. Ainsi j− appartient a`
P1(ΛoE) ∩ U
− et xj−1− appartient a` P
+(ΛoE) ∩ P , c.q.f.d.
Ce point acquis, la de´monstration reprend sans difficulte´ celle de [21, §5.3] ou de [5, §7.2].
Noter que dans cette situation d’une de´composition subordonne´e a` [Λ, n, 0, β] sans lui eˆtre
proprement subordonne´e, on n’a aucune raison d’avoir e´galite´ entre J+(Λ)∩U et J1(Λ)∩U .

Corollaire 1.12. Plac¸ons-nous dans les hypothe`ses suivantes :{
V = ⊕kj=−kW
(j) est proprement subordonne´e a` [Λm, n, 0, β];
P+(ΛmoE) = (P
+(ΛoE) ∩ P ) P1(ΛoE).
(1.13)
Alors le sous-groupe J+ΛmΛ = P
+(ΛmoE)J
1(Λ) co¨ıncide avec (J+(Λ) ∩ P ) J1(Λ) et posse`de
une de´composition d’Iwahori par rapport a` (P,M).
Pour tout prolongement κ de η a` P+(ΛmoE)J
1(Λ) le sous-espace des invariants par J1(Λ)∩
U de´finit une repre´sentation κP de J
+
P (Λ) = (P
+(ΛoE)∩P )J
1
P (Λ) prolongeant ηP et telle que
κ ≃ Ind
P+(Λm
oE
)J1(Λ)
J+
P
(Λ)
κP .
Bien entendu on s’inte´ressera particulie`rement aux prolongements de η prolongeant de
plus η(Λm,Λ). Or les techniques de J1 ∩ U -invariants permettent, dans nos hypothe`ses, de
pre´ciser la structure de cette repre´sentation (comme dans [21], de´monstration de la Propo-
sition 6.3). Rappelons la de´composition ηP |J1(Λ)∩M ≃ η
(0) ⊗
⊗k
j=1 η˜
(j) et notons :
– η(Λm(0),Λ(0)) le prolongement de η(0) a` J1(Λm(0),Λ(0)) donne´ par la proposition 1.2 ;
– η˜(Λm(j),Λ(j)) le prolongement de η˜(j) a` J˜1(Λm(j),Λ(j)) donne´ par [21, Proposition 3.12].
Proposition 1.14. Sous les hypothe`ses (1.13), soit ηP (Λ
m,Λ) la repre´sentation du groupe
J1P (Λ
m,Λ) = (P1(Λ
m
oE
) ∩ P )J1P (Λ) obtenue par restriction de η(Λ
m,Λ) au sous-espace de ses
J1(Λ)∩U-invariants. On a η(Λm,Λ) ≃ IndJ
1(Λm,Λ)
J1
P
(Λm,Λ)
ηP (Λ
m,Λ). De plus ηP (Λ
m,Λ) est de´finie
par :
ηP (Λ
m,Λ) = ηP sur J
1
P (Λ),
ηP (Λ
m,Λ) = 1 sur P 1(ΛmoE) ∩ U,
ηP (Λ
m,Λ) = η(Λm(0),Λ(0))⊗
k⊗
j=1
η˜(Λm(j),Λ(j))
sur J1P (Λ
m,Λ) ∩M = J1(Λm(0),Λ(0))×
k∏
j=1
J˜1(Λm(j),Λ(j)).
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De´monstration. La premie`re assertion de´coule du corollaire 1.12. Les de´finitions donne´es
de´terminent bien une repre´sentation φ de J1P (Λ
m,Λ) : elles recouvrent tout le groupe, elles
sont compatibles et on ve´rifie aise´ment, graˆce au fait que θ est normalise´ par P+(ΛoE) qui
contient P1(Λ
m
oE
), que φ est un homomorphisme.
D’autre part J1(Λm,Λ) = J1(Λ)J1P (Λ
m,Λ) (une seule double classe) car P 1(ΛmoE) =
[(P+(ΛoE) ∩ P ) P1(ΛoE)] ∩ P
1(ΛmoE) = (P
1(ΛmoE) ∩ P ) P1(ΛoE). Ainsi l’induite Φ de φ a`
J1(Λm,Λ) est irre´ductible et prolonge η puisque
ResJ1(Λ)Φ = ResJ1(Λ)Ind
J1(Λm,Λ)
J1
P
(Λm,Λ)
φ = Ind
J1(Λ)
J1
P
(Λ)
ηP = η.
Reste a` voir que Φ est bien le prolongement de η de´fini a` la proposition 1.2. Soit donc Λ
′′
une suite de oE-re´seaux telle que b0(Λ
′′) = b0(Λ
m) et a0(Λ
′′) ⊆ a0(Λ) ; il nous faut montrer
que Ind
P1(Λ′′)
J1(Λ′′) η
′′ ≃ IndP1(Λ
′′)
P1(ΛmoE )J
1(Λ) Φ. Ces deux induites sont irre´ductibles (voir preuve du
lemme 1.8) et par (1.1) il suffit de prouver
Hom J1
P
(Λ′′)∩J1
P
(Λm,Λ)(η
′′
P , φ) 6= {0}.
Les groupes J1P (Λ
′′) et J1P (Λ
m,Λ) ont une de´composition d’Iwahori par rapport a` (P,M) et
les deux repre´sentations conside´re´es sont triviales sur les intersections avec U et U−. Enfin,
les restrictions a` J1P (Λ
′′) ∩M et J1P (Λ
m,Λ) ∩M sont e´videmment entrelace´es par de´finition
de η(Λm(0),Λ(0)) et η˜(Λm(j),Λ(j)) et via le Corollaire 1.9, c.q.f.d. 
Terminons par une variante de la Proposition 1.6:
Proposition 1.15. Plac¸ons-nous dans les hypothe`ses (1.13) et supposons a0(Λ
m) contenu
dans a0(Λ). Soit κ
m un prolongement de ηm a` J+(Λm) et κ un prolongement de η(Λm,Λ) a`
P+(ΛmoE)J
1(Λ). Alors
κ = BΛm Λ(κ
m) ⇐⇒ Hom J+
P
(Λm)∩J+
P
(Λ)(κ
m
P , κP ) 6= {0}
⇐⇒ Hom J+
P−
(Λm)∩J+
P
(Λ)(κ
m
P−, κP ) 6= {0}
De´monstration. Les implications⇐= sont e´le´mentaires via la proposition 1.6 , en combinant
re´ciprocite´ de Frobenius et de´composition de Mackey (dont le premier terme suffit).
Reprenons maintenant la de´monstration de 1.6 en posant P ′ = P ou P− et avec les
meˆmes notations. On veut montrer que la compose´e suivante est non nulle :
κP
JP
→֒ κ
J
→֒ Ind
P+(Λm
oE
)P1(Λm)
P+(Λm
oE
)J1(Λ) κ
E
−→ Ind
P+(Λm
oE
)P1(Λm)
J+(Λm) κ
m P−→ κm
PP ′−→ κmP ′
Les ingre´dients sont les meˆmes :
– La multiplicite´ de ηP dans Ind
P+(Λm
oE
)P1(Λm)
P+(ΛmoE )J
1(Λ) κ est 1 par re´ciprocite´ de Frobenius puisque
celle de η ≃ IndJ
1(Λ)
J1
P
(Λ)
ηP est 1 (lemme 1.8). L’image de E ◦ j ◦ jP est donc la composante
isotypique de type θP de Ind
P+(Λm
oE
)P1(Λm)
J+(Λm) κ
m.
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– Il existe un vecteur v de l’espace de κmP ′ tel que∮
H1
P
(Λ)∩J+
P ′
(Λm)
θP (x
−1) κmP ′(x) v dx 6= 0.
En effet, il suffit (par Frobenius et Mackey comme pour le lemme 1.7) de montrer que
HomH1
P
(Λ)∩H1
P ′
(Λm)(θP , θ
m
P ′) 6= {0}. L’intersection des groupes H
1
P (Λ) et H
1
P ′(Λ
m) se calcule
terme a` terme sur leur de´composition d’Iwahori. Or les caracte`res sont triviaux sur les
intersections avec U et U− et sont tranferts l’un de l’autre sur l’intersection avec M . 
1.4 Bijections canoniques et restriction de Jacquet
Soit V = ⊕kj=−kW
(j) une de´composition autoduale proprement subordonne´e a` [Λ, n, 0, β] ;
elle est aussi proprement subordonne´e a` [Λ′, n′, 0, β]. Soit M le sous-groupe de Levi de G+
fixant la de´composition V = ⊕kj=−kW
(j) et P un sous-groupe parabolique de G+ de facteur
de Levi M et radical unipotent U ; on note P− et U− les oppose´s de P et U par rapport a`
M .
Lemme 1.16. L’application rP : κ 7→ κP |J+(Λ)∩M est une bijection de l’ensemble des pro-
longements de η a` J+(Λ) sur l’ensemble des prolongements de ηP |J1
P
(Λ)∩M a` J
+
P (Λ) ∩M .
De´monstration. De´coule de J+(Λ) ∩ U = J1(Λ) ∩ U et J+P (Λ) = (J
+(Λ) ∩M)J1P (Λ). 
La bijection canonique B de [21, Lemma 4.3] (Proposition 1.3 ci-dessus) est compatible
a` la bijection rP :
Proposition 1.17. Le diagramme suivant est commutatif :
{Prolongements de η a` J+(Λ)}
rP−→ {Prolongements de ηP |J1(Λ)∩M a` J
+(Λ) ∩M}
BΛΛ′ l B l
{Prolongements de η′ a` J+(Λ′)}
rP−→ {Prolongements de η′P |J1(Λ′)∩M a` J
+(Λ′) ∩M}
De plus, les bijections B et rP ci-dessus sont compatibles a` la torsion par les caracte`res
de P+(ΛoE)/P
1(ΛoE) = P
+(Λ′oE)/P
1(Λ′oE).
La bijection canonique B du coˆte´ droit est bien suˆr de´finie comme le produit de B(0) =
BΛ(0)Λ′(0) et des bijections canoniques B˜
(j) entre prolongements de η˜(j) et de η˜′
(j)
[21, §4.3].
En effet le caracte`re semi-simple θ′ est un produit θ
′(0) ⊗
⊗k
j=1(θ˜
′(j))2 comme ci-dessus, ou`
θ
′(0) est le transfert de θ(0) et chaque θ˜
′(j), pour j > 0, le transfert de θ˜(j).
De´monstration. Graˆce a` la technique de [21, §4], base´e sur [21, Lemme 2.10], il suffit de
de´montrer cette assertion si a0(Λ) ⊆ a0(Λ
′), ce que nous supposons de´sormais.
Les applications conside´re´es sont des bijections, il suffit donc de montrer que si κP |J+(Λ)∩M
et κ′P |J+(Λ′)∩M se correspondent par la bijection canonique, alors κ
′ et κ aussi. L’hypothe`se
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se traduit en Hom J+(Λ)∩J+(Λ′)∩M (κP , κ
′
P ) 6= {0} (Proposition 1.6). Or J
+
P (Λ) et J
+
P (Λ
′)
ont tous deux une de´composition d’Iwahori et κ′P et κP sont toutes deux triviales sur les
intersections avec U et U− (comme η′P et ηP ). Ainsi Hom J+
P
(Λ)∩J+
P
(Λ′)(κP , κ
′
P ) 6= {0}, d’ou`
Hom P+(ΛoE )P1(Λ)(Ind
P+(ΛoE )P1(Λ)
J+
P
(Λ)
κP , Ind
P+(ΛoE )P1(Λ)
J+
P
(Λ′)
κ′P ) 6= {0} par (1.1), et le re´sultat. 
Pour e´tudier le cas ou` la subordination n’est pas propre, nous nous plac¸ons de´sormais
sous les hypothe`ses (1.13) qui permettent de de´finir κP pour tout prolongement de η a`
P+(ΛmoE)J
1(Λ), et d’e´noncer des variantes du lemme et de la proposition ci-dessus.
Lemme 1.18. Sous les hypothe`ses (1.13), l’application rP : κ 7→ κP |J+
P
(Λ)∩M est une bi-
jection de l’ensemble des prolongements de η(Λm,Λ) a` P+(ΛmoE)J
1(Λ) sur l’ensemble des
prolongements a` J+P (Λ) ∩M de la repre´sentation
ηP |M(Λ
m,Λ) = ηP (Λ
m,Λ)|J1
P
(Λm,Λ)∩M .
De´monstration. Certainement κ 7→ κP est une bijection de l’ensemble des prolongements
de η a` P+(ΛmoE)J
1(Λ) sur l’ensemble des prolongements de ηP a` J
+
P (Λ) (Corollaire 1.12).
C’est pour conserver une bijection en restreignant a` J+P (Λ) ∩M qu’il faut travailler sur les
prolongements de η(Λm,Λ). Notons d’abord les proprie´te´s indispensables :
J+(Λ) ∩M = J+P (Λ) ∩M = (P
+(ΛoE) ∩M) (J
1(Λ) ∩M)
J+P (Λ) = (H
1(Λ) ∩ U−) (J+P (Λ) ∩M) (P
+(ΛoE) ∩ U) (J
1(Λ) ∩ U)
P+(ΛoE) ∩ U = P
+(ΛmoE) ∩ U = P
1(ΛmoE) ∩ U
P+(ΛoE) ∩M = P
+(ΛmoE) ∩M
(1.19)
qui de´coulent de l’hypothe`se, du paragraphe pre´ce´dent et du fait que la de´composition
est proprement subordonne´e a` Λm. L’injectivite´ s’en de´duit car ηP (Λ
m,Λ) est triviale sur
H1(Λ)∩U− (comme ηP ), sur J1(Λ)∩U (comme ηP ) et sur P 1(ΛmoE)∩U (Proposition 1.14).
Pour la surjectivite´, on remarque que J+P (Λ) = (J
+
P (Λ) ∩M) J
1
P (Λ
m,Λ). Il faut ve´rifier
que si ξ est un prolongement de ηP |M(Λ
m,Λ) a` J+P (Λ)∩M , alors φ(xy) = ξ(x)ηP (Λ
m,Λ)(y),
x ∈ J+P (Λ)∩M , y ∈ J
1
P (Λ
m,Λ), de´finit une repre´sentation de J+P (Λ). Cela revient a` montrer
que ηP (Λ
m,Λ)(y)ξ(x) = ξ(x)ηP (Λ
m,Λ)(x−1yx) (x ∈ P+(ΛmoE) ∩ M , y comme ci-dessus).
C’est imme´diat, graˆce a` la trivialite´ de ηP (Λ
m,Λ)(y) pour y ∈ P 1(ΛmoE) ∩ U (Proposition
1.14). 
Proposition 1.20. Sous les hypothe`ses (1.13), le diagramme suivant est commutatif :
{Prolongements de ηm a` J+(Λm)}
rP−→ {Prolong. de ηmP |J1(Λm)∩M a` J
+(Λm) ∩M}
BΛmΛ l B l
{Prolong. de η(Λm,Λ) a` P+(ΛmoE)J
1(Λ)}
rP−→ {Prolong. de ηP |M(Λ
m,Λ) a` J+(Λ) ∩M}
De´monstration. La de´monstration est celle de 1.17, on utilise les de´compositions d’Iwahori
(1.19) et le fait que les repre´sentations κmP et κP sont triviales sur les intersections avec U et
U−, comme ηmP et ηP (Λ
m,Λ) (proposition 1.14). 
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2 Une repre´sentation de Weil
2.1 Des sous-groupes remarquables
Soit [Λ, n, 0, β] une strate gauche semi-simple et V = V 1 ⊥ · · · ⊥ V l la de´composition de
V associe´e. Soit V = Z1 ⊥ · · · ⊥ Zt une de´composition moins fine de V : chaque Zj,
1 ≤ j ≤ t, est somme de certains V i. La strate [Λ, n, 0, β] est alors somme directe de strates
semi-simples [Sj = Λ∩Zj, nj, 0, βj = β|Zj ] dans chaque EndF (Zj). On souhaite examiner en
de´tail la structure de η, l’unique repre´sentation irre´ductible de J1(Λ) contenant le caracte`re
semi-simple gauche θ de H1(Λ), et de ses prolongements κ a` J+(Λ), en la comparant a` celle
des objets analogues de´finis dans le groupe
G+int = G
+ ∩
∏
1≤j≤t
GLF (Zj)
a` partir des strates [Sj , nj, 0, βj] et des caracte`res semi-simples gauches correspondant a` θ.
Remarquons que le commutant G+E de β dans G
+ ve´rifie
G+E ⊆ G
+ ∩
∏
1≤i≤l
GLF (V
i) ⊆ G+int.
Conside´rons le groupe J1int(Λ) = J
1(Λ) ∩ G+int. La de´composition V =Z1 ⊥ · · ·⊥ Zt est
subordonne´e a` la strate [Λ, n, 0, β] et les re´sultats de [21, §5.1, §5.2] s’appliquent :
H1(Λ) ∩G+int =
∏
1≤j≤t
H1(Sj), θ|H1(Λ)∩G+int
= ⊗1≤j≤t θ(Sj),
ou` les θ(Sj) sont des caracte`res semi-simples gauches attache´s aux strates [Sj , nj, 0, βj] et
transferts de θ au sens de loc. cit., Proposition 5.5, et
J1int(Λ) =
∏
1≤j≤t
J1(Sj).
Soit J1ext (Λ) l’orthogonal de H
1(Λ)J1int(Λ) pour la forme biline´aire alterne´e non de´ge´ne´re´e
usuelle (x, y) 7−→< x, y >= θ([x, y]) sur J1(Λ)/H1(Λ). La restriction de cette forme aux
sous-espaces orthogonaux H1(Λ)J1int(Λ)/H
1(Λ) et J1ext (Λ)/H
1(Λ) reste non de´ge´ne´re´e et
l’on de´finit comme d’habitude la repre´sentation irre´ductible ηint de J
1
int(Λ) (resp. ηext de
J1ext (Λ)) comme l’unique repre´sentation irre´ductible (a` isomorphisme pre`s) dont la restriction
a` H1(Λ) ∩ G+int (resp. H
1(Λ)) contient θ (et en est multiple). On reconnaˆıt en outre via
loc.cit. que ηint est isomorphe a` ⊗1≤j≤t η(Sj).
Comme J1int(Λ)J
1
ext (Λ) = J
1(Λ) et (H1(Λ)J1int(Λ)) ∩ J
1
ext (Λ) = H
1(Λ), on obtient une
re´alisation de la repre´sentation η en posant pour g ∈ J1(Λ) :
η(g) = ηext (gext )⊗ ηint(gint) si g = gext gint avec gext ∈ J
1
ext (Λ), gint ∈ J
1
int(Λ). (2.21)
De´finissons dans G˜ = GL(V ) et G˜int =
∏
1≤j≤tGLF (Zj) les sous-groupes analogues
J˜1int(Λ) = J˜
1(Λ)∩G˜int et son orthogonal J˜1ext (Λ) pour la forme θ˜([x, y]), ou` θ˜ est un caracte`re
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semi-simple gauche de H˜1(Λ) de restriction θ a` H1(Λ). Soit Q un sous-groupe parabolique de
G˜ de facteur de Levi G˜int, N son radical unipotent et N
− le radical unipotent du parabolique
oppose´ par rapport a` G˜int. D’apre`s [21, Proposition 5.2, Lemma 5.6(iii)] on a :
J˜1ext (Λ) = (J˜
1(Λ) ∩N−)(J˜1(Λ) ∩N)H˜1(Λ).
Lemme 2.22. (i) On a J1
ext
(Λ) = J˜1
ext
(Λ) ∩G, inde´pendant de θ.
(ii) On a pour tout g ∈ G+E :
J1(Λ) ∩ gJ1(Λ)g−1 = (J1
ext
(Λ) ∩ gJ1
ext
(Λ)g−1).(J1
int
(Λ) ∩ gJ1
int
(Λ)g−1).
De´monstration. (i) De J1int(Λ) = J˜
1
int(Λ) ∩ G on de´duit par orthogonalite´ : H
1
ext (Λ) ⊆
J˜1ext (Λ) ∩ G ⊆ J
1
ext (Λ). L’e´galite´ de´coule alors de J˜
1(Λ) ∩ G = (J˜1int(Λ) ∩ G)(J˜
1
ext (Λ) ∩ G)
dont la de´monstration est un cas particulier de celle de (ii) ci-dessous.
(ii) La difficulte´ technique est que G+int n’est pas un sous-groupe de Levi de G
+. Il faut
remonter dans G˜ = GL(V ) et utiliser la de´composition d’Iwahori de J˜1(Λ) relativement a`
Q pour calculer l’intersection J˜1(Λ) ∩ gJ˜1(Λ)g−1 terme a` terme. Comme g appartient a` G+E
contenu dans G+int, on obtient ainsi l’e´galite´ analogue dans G˜. Pour revenir a` G
+ on prend
les points fixes de l’involution adjointe : on applique l’argument de Stevens [19, Theorem
2.3], en posant H = J˜1int(Λ)∩ gJ˜
1
int(Λ)g
−1, U = J˜1ext (Λ)∩ gJ˜
1
ext (Λ)g
−1, et en remarquant que
J˜1ext (Λ) et J˜
1
int(Λ) se normalisent mutuellement puisque [J˜
1(Λ), J˜1(Λ)] ⊂ H˜1(Λ). 
Proposition 2.23. (i) Les repre´sentations η
ext
et η
int
sont entrelace´es par G+E.
(ii) Soit g ∈ G+E et soit Eext (g), resp. Eint(g), un ope´rateur d’entrelacement de ηext , resp.
η
int
, en g. Alors E(g) = E
ext
(g)⊗E
int
(g) est un ope´rateur d’entrelacement de η en g.
Tout ope´rateur d’entrelacement de η en g est de cette forme.
(iii) Les espaces d’entrelacement de η
ext
et de η
int
en g ∈ G+E sont de dimension 1.
De´monstration. G+E entrelace θ, donc ηext et ηint. Pour le deuxie`me point, comme la dimen-
sion de l’espace d’entrelacement de η en g est 1, il suffit de montrer que Eext (g) ⊗ Eint(g)
entrelace effectivement η. Cela n’est qu’une ve´rification e´tant donne´ le lemme ci-dessus. Le
troisie`me point de´coule du deuxie`me vu la proprie´te´ semblable de η. 
Le groupe P+(ΛoE), qui est contenu dans G
+
int, normalise J
1(Λ) et H1(Λ) et entrelace le
caracte`re θ ; il normalise donc H1(Λ)J1int(Λ) et son orthogonal J
1
ext (Λ) pour la forme <,>
sur J1(Λ)/H1(Λ). Conside´rons un prolongement κ de η a` J+(Λ) = P+(ΛoE)J
1(Λ) et un
prolongement κint de ηint a` P
+(ΛoE)J
1
int(Λ) =
∏
1≤j≤t J
+(Sj) : il en existe par [21, §4.1].
D’apre`s la proposition 2.23, pour tout g ∈ P+(ΛoE), l’ope´rateur d’entrelacement κ(g) s’e´crit
de fac¸on unique sous la forme κ(g) = Eext (g)⊗ κint(g) et les ope´rateurs Eext (g) ainsi de´finis
fournissent une repre´sentation de P+(ΛoE) dans l’espace de ηext , triviale sur P1(ΛoE) (qui
est contenu dans H1(Λ)). Autrement dit :
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Corollaire 2.24. Il existe des repre´sentations de P+(ΛoE)/P1(ΛoE) dans l’espace de ηext en-
trelac¸ant η
ext
; elles diffe`rent entre elles d’un caracte`re. Tout choix d’une telle repre´sentation
X de´termine une bijection IntX entre prolongements de η a` J
+(Λ) et prolongements de ηint
a` P+(ΛoE)J
1
int
(Λ), donne´e par :
κ(g) = X (g) ⊗ IntX (κ)(g), g ∈ P
+(ΛoE).
Une telle repre´sentation X e´tant fixe´e, on notera e´galement IntX la bijection reliant de
la meˆme fac¸on prolongements de η a` TJ1(Λ) et prolongements de ηint a` TJ
1
int(Λ), pour tout
sous-groupe T de P+(ΛoE) contenant P1(ΛoE).
2.2 Mise en place de la restriction de Jacquet
Donnons-nous a` pre´sent, pour 1 ≤ j ≤ t, des de´compositions des sous-espaces Zj subor-
donne´es aux strates [Sj , nj , 0, βj] et autoduales ([21, §5.3]) :
Zj = ⊕
mj
r=−mjW
(r)
j ,
ou` l’orthogonal de W
(r)
j dans Zj est ⊕s 6=−rW
(s)
j . On demande que W
(0)
j soit non nul
pour au plus un j et l’on somme ces de´compositions de fac¸on disjointe, c’est-a`-dire que
la de´composition de V obtenue, soit V = ⊕mi=−mW
(i), ve´rifie que pour tout i, −m ≤ i ≤ m,
il y a un unique j, 1 ≤ j ≤ t, et un unique r, −mj ≤ r ≤ mj , tels que W (i) = W
(r)
j et
W (−i) = W
(−r)
j . On obtient une de´composition autoduale de V subordonne´e a` la strate
[Λ, n, 0, β].
SoitM le sous-groupe de Levi de G+ stabilisant cette de´composition et P un sous-groupe
parabolique de G+ de facteur de Levi M . On note U le radical unipotent de P et U− son
oppose´ par rapport a` M . D’apre`s [21, Corollaire 5.10] les groupes H1(Λ) et J1(Λ) ont une
de´composition d’Iwahori par rapport a` (M,P ). Puisque M est contenu dans G+int et que
les de´compositions induites sur les Zj sont subordonne´es aux strates [Sj , nj, 0, βj], le groupe
H1(Λ)J1int(Λ) a lui aussi une de´composition d’Iwahori par rapport a` (M,P ).
Rappelons enfin ([5, Proposition 7.2.3], [21, Lemma 5.6]) que l’on a une de´composition
de l’espace symplectique J1(Λ)/H1(Λ) en
J1(Λ)
H1(Λ)
=
J1(Λ) ∩M
H1(Λ) ∩M
⊥
(
J1(Λ) ∩ U−
H1(Λ) ∩ U−
⊕
J1(Λ) ∩ U
H1(Λ)) ∩ U
)
dans laquelle les deux derniers sous-espaces sont totalement isotropes, en dualite´ ; on a une
de´composition analogue pour H1(Λ)J1int(Λ)/H
1(Λ). On en de´duit que J1ext (Λ) a lui aussi
une de´composition d’Iwahori par rapport a` (M,P ) et que :
• J1ext (Λ) = (J
1
ext (Λ) ∩ U
−) (H1(Λ) ∩M) (J1ext (Λ) ∩ U ).
• J1(Λ) ∩ U− = (J1ext (Λ) ∩ U
−)(J1int(Λ) ∩ U
−), J1(Λ) ∩ U = (J1ext (Λ) ∩ U)(J
1
int(Λ) ∩ U),
• (H1(Λ) ∩ U )(J1int(Λ) ∩ U) est l’orthogonal de J
1
ext (Λ) ∩ U
− dans J1(Λ) ∩ U ,
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• J1ext (Λ) ∩ U est l’orthogonal de (J
1
int(Λ) ∩ U
−)(H1(Λ) ∩ U−) dans J1(Λ) ∩ U .
Examinons a` pre´sent les J1(Λ) ∩ U -invariants de η dans le mode`le (2.21). Notons Xext
l’espace de ηext , Xint l’espace de ηint et X = Xext ⊗ Xint celui de η. L’espace X
J1ext (Λ)∩U
ext
est de dimension 1 car H1(Λ)(J1ext (Λ) ∩ U )/H
1(Λ) est totalement isotrope maximal dans
J1ext (Λ)/H
1(Λ) et θ|H1(Λ)∩U = 1. Le choix d’un vecteur non nul xext ∈ X
J1ext (Λ)∩U
ext nous donne
un isomorphisme :
XJ
1(Λ)∩U = X
J1ext (Λ)∩U
ext ⊗X
J1int(Λ)∩U
int
Φ
−→ X
J1int(Λ)∩U
int
xext ⊗ v 7→ v
(2.25)
L’espace XJ
1(Λ)∩U est une repre´sentation de
J1P (Λ) = H
1(Λ)(J1(Λ) ∩ P ) = H1(Λ)(J1int(Λ) ∩ P )(J
1
ext (Λ) ∩ U)
et l’isomorphisme (2.25) commute a` l’action de J1int(Λ) ∩ P . D’autre part P
+(ΛoE) ∩ P
normalise J1(Λ)∩U , J1ext (Λ)∩U et J
1
int(Λ)∩U donc agit sur leurs invariants ; en particulier,
pour tout choix de repre´sentation X comme dans le corollaire 2.24, P+(ΛoE) ∩ P agit sur
xext par un caracte`re (trivial sur P1(ΛoE) ∩ P ).
Donnons-nous alors un prolongement κ de η a` J1(Λ)J+P (Λ) et un prolongement κint de
ηint a` J
1
int(Λ)J
+
int,P (Λ). Le lemme 1.10 permet d’en e´tudier les J
1 ∩U -invariants ou J1int ∩ U -
invariants, qui fournissent des repre´sentations κP de J
+
P (Λ) = (P
+(ΛoE)∩P )J
1
P (Λ) et κint,P
de J+int,P (Λ) = (P
+(ΛoE)∩P )J
1
int,P (Λ). (On pre´fe`re la notation simplifie´e Xint,P a` la notation
exacte Xint,Pint avec Pint = P ∩Gint.) Rappelons d’autre part (cf 1.11) que J
+
int,P (Λ)/J
1
int,P (Λ)
est canoniquement isomorphe a` P+(ΛoE)∩P /P1(ΛoE)∩P , ce qui permet de conside´rer tout
caracte`re du second groupe comme un caracte`re du premier. Avec ces conventions, on a en
re´sume´ :
Proposition 2.26. Soit X une repre´sentation de P+(ΛoE) / P1(ΛoE) entrelac¸ant ηext . No-
tons χU le caracte`re de P
+(ΛoE)∩P par lequel ce groupe agit sur les J
1
ext
(Λ)∩U -invariants de
η
ext
. Soit J+
int,P (Λ) = (P
+(ΛoE)∩P )J
1
int,P (Λ) et soit κ un prolongement de η a` J
1(Λ)J+P (Λ).
Alors
κP |J+
int,P
(Λ) = χU IntX (κ)P .
2.3 Une repre´sentation a` la Weil
Il est une situation particulie`re dans laquelle on peut e´lucider le caracte`re χU introduit en
2.26, en construisant une repre´sentation entrelac¸ant ηext . Soit donc V = W
(−1)⊕W (0)⊕W (1)
une de´composition autoduale de V subordonne´e a` la strate [Λ, n, 0, β] et telle que W (0) soit
somme de certains V i ; posons Z1 = W
(−1) ⊕ W (1), Z2 = W (0). Soit P le sous-groupe
parabolique de G+ stabilisant le drapeau {0} ⊂ W (−1) ⊂ W (−1) ⊕W (0) ⊂ V , U son radical
unipotent, M le fixateur de la de´composition, P− et U− les oppose´s de P et U par rapport
a` M .
Pour simplifier les notations, on raccourcit J1ext (Λ), H
1(Λ) etc. en J1ext , H
1 etc. Le
caracte`re θ de H1, trivial sur H1 ∩ U et H1 ∩ U−, se prolonge en un caracte`re θU de
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H1(J1ext ∩U ) trivial sur J
1
ext ∩U . On peut alors re´aliser la repre´sentation ηext de J
1
ext comme
l’action par translations a` droite dans l’espace de fonctions
W = {f : J1ext −→ C / f(ht) = θU (h)f(t), h ∈ H
1(J1ext ∩ U ), t ∈ J
1
ext }, (2.27)
isomorphe par restriction a` l’espace des fonctions de J1ext ∩ U
−/H1 ∩ U− dans C.
On ve´rifie aise´ment que pour g ∈ P+(ΛoE) ∩ P , l’ope´rateur Ω(g) de´fini par
Ω(g)(f)(x) = f(g−1xg), (f ∈ W, x ∈ J1ext , g ∈ P
+(ΛoE) ∩ P )
conserve W. Il existe (§2.1) une repre´sentation projective g 7→ Ω(g) de P+(ΛoE)/P1(ΛoE)
dansW entrelac¸ant ηext et prolongeant cette vraie repre´sentation de P
+(ΛoE)∩P . La donne´e
de Ω va nous permettre de construire une vraie repre´sentation par l’e´le´gante me´thode de
Neuhauser ([16] ; voir aussi [22]). On de´finit tout d’abord les sous-espaces W+ et W− de
W forme´s des fonctions paires (∀v ∈ J1ext ∩ U
−, f(v) = f(v−1)) pour le premier, impaires
(∀v ∈ J1ext ∩ U
−, f(v) = −f(v−1)) pour le second. On pre´tend que
Lemme 2.28. W+ et W− sont stables par les ope´rateurs Ω(g), g ∈ P+(ΛoE)/P1(ΛoE).
De´monstration. L’e´le´ment ǫ : ǫ|Z1 = IZ1, ǫ|Z2 = −IZ2 , appartient au centre de P
+(ΛoE). Un
bref calcul matriciel montre que, pour tout u ∈ J1ext ∩U
−, (ǫuǫ−1)u appartient a` Gint donc a`
son intersection avec J1ext ∩ U
−, soit : ǫuǫ−1 ∈ (H1 ∩ U−)u−1. Les sous-espaces W+ et W−
sont donc les sous-espaces propres de Ω(ǫ) pour les valeurs propres 1 et −1 respectivement,
d’ou` le re´sultat (certes il s’agit d’une repre´sentation projective, cependant un isomorphisme
Ω(g) ne peut e´changer W+ et W− dont les dimensions diffe`rent de 1). 
Soit Ω+ la restriction de Ω a`W+. D’apre`s [16, Theorem 4.3], ou` l’on examine les de´terminants
des repre´sentations projectives Ω et Ω+, on de´finit une vraie repre´sentation en posant :
W(g) =
det Ω(g)
det Ω+(g)2
Ω(g), g ∈ P+(ΛoE)/P1(ΛoE).
Calculons le caracte`re wU correspondant. Dans le mode`le ci-dessus, la droite des J
1
ext ∩ U -
invariants de ηext a pour base la fonction f1 de support H
1(J1ext ∩ U ) et valeur 1 en 1, fixe´e
par les ope´rateurs Ω(u), u ∈ P+(ΛoE) ∩ P . D’autre part W a pour base l’ensemble des
fonctions fv, v ∈ J1ext ∩U
−/H1ext ∩U
−, de´finies par leur support H1(J1ext ∩U ) v et leur valeur
1 en v.
Lemme 2.29. Soit u ∈ P+(ΛoE)∩U , x ∈ J
1
ext
(Λ)∩U et v ∈ J1
ext
(Λ)∩U−. Le commutateur
[u, x] appartient a` H1(Λ) ∩G+
int
et le commutateur [u, v] appartient a` H1(Λ)(J1
ext
(Λ) ∩ U ).
De´monstration. Le commutateur de deux e´le´ments de U appartient a` G+int (ve´rification
matricielle imme´diate) donc [u, x] appartient a` J1ext (Λ) ∩ U ∩ G
+
int ⊂ H
1(Λ) ∩ U ∩ G+int. Le
commutateur [u, v] appartient a` J1ext (Λ), il suffit de montrer qu’il est orthogonal a` J
1
ext (Λ)∩U .
On calcule donc pour x ∈ J1ext (Λ) ∩ U :
θ([uvu−1v−1, x]) = θ([uvu−1, x][v−1, x]) = θ([v, u−1xu])θ([v, x−1]) = θ([v, u−1xux−1])
qui vaut 1 puisque [u−1, x] appartient a` H1(Λ). 
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On a donc pour u ∈ P+(ΛoE) ∩ U : Ω(u)fv = θU ([u
−1, v])fv. En outre Ω(u) envoie fonction
paire sur fonction paire, d’ou` : θU ([u
−1, v]) = θU ([u
−1, v−1]) pour v ∈ J1ext ∩U
−. Il en re´sulte
det Ω(u) = det Ω+(u)2, donc W(u) est e´gal a` Ω(u) et fixe f1.
Etudions maintenant les ope´rateurs Ω(x) pour x e´le´ment de P+(ΛoE)∩M , qui normalise
J1ext ∩ U
− et H1ext ∩ U
−. On a Ω(x)fv = fxvx−1 , autrement dit ces ope´rateurs agissent
par permutation de la base des fv et leur de´terminant est la signature de la permutation
correspondante. Il en est de meˆme pourW+, de base les fv+ fv−1 , donc det Ω
+(x)2 = 1. En
conclusion :
Proposition 2.30. Soit wU le caracte`re de P
+(ΛoE)∩P , trivial sur P
+(ΛoE)∩U , qui a` x ∈
P+(ΛoE)∩M associe la signature de la permutation v 7→ xvx
−1 de J1
ext
(Λ)∩U−/H1(Λ)∩U−.
Il existe une repre´sentation W de P+(ΛoE)/P1(ΛoE) dans l’espace de ηext , entrelac¸ant ηext ,
dont la restriction a` P+(ΛoE) ∩ P est donne´e, dans le mode`le (2.27) de ηext , par :
W(g)(f)(x) = wU(g)f(g
−1xg) (g ∈ P+(ΛoE) ∩ P, f ∈ W, x ∈ J
1
ext
).
En particulier, le caracte`re wU est l’action de P
+(ΛoE) ∩ P sur la droite des J
1
ext
∩ U -
invariants de η
ext
.
Remarque 2.31. On obtient un caracte`re wU a` valeurs dans {±1}, donc trivial sur tous
les sous-groupes d’ordre impair, en particulier sur tous les p-sous-groupes. Rappelons aussi
que J1ext (Λ) ne de´pend pas de θ (Lemme 2.22), donc wU n’en de´pend pas non plus.
Remarque 2.32. Au lieu d’e´tudier directement la repre´sentation de P+(ΛoE)/P1(ΛoE)
comme ci-dessus, on aurait pu utiliser l’homomorphisme naturel de ce groupe dans le groupe
symplectique S de J1ext ∩ U
−/H1 ∩U− ⊕ J1ext ∩U/H
1 ∩ U et se ramener a` la repre´sentation
de Weil de S telle qu’elle est de´crite par Ge´rardin [9]. Cette approche s’ave`re plus com-
plique´e. D’une part il n’est pas clair que l’action naturelle de P+(ΛoE)/P1(ΛoE) sur le groupe
d’Heisenberg correspondant nous donne une section conjugue´e a` la section standard (de S
dans le groupe des automorphismes du groupe d’Heisenberg). D’autre part la connaissance
du caracte`re du stabilisateur de J1ext ∩U/H
1
ext ∩U dans S par lequel il agit sur un invariant
de son radical unipotent ne suffit pas a` de´crire sa restriction a` P+(ΛoE) ∩M .
2.4 Lien avec les β-extensions
Nous allons a` pre´sent appliquer le corollaire 2.24 pour comparer β-extensions dans G+ et
dans G+int. Les deux ingre´dients ne´cessaires sont la restriction de Jacquet, qui interviendra
via la proposition 2.26 et qui commute aux bijections canoniques (proposition 1.20), et un
bon choix de la repre´sentation X (proposition 2.30). Nous nous plac¸ons dans des hypothe`ses
communes a` ces re´sultats :
(i) V = W (−1) ⊕W (0) ⊕W (1) est une de´composition autoduale de V proprement subor-
donne´e a` la strate [Λ, n, 0, β], donc subordonne´e a` [ΛM , nM , 0, β], et telle que W (0) soit
somme de certains V i ; Z1 = W
(−1) ⊕W (1), Z2 =W (0).
La strate [Λ, n, 0, β] est donc somme directe des strates semi-simples [S1, n1, 0, β1] et
[S2, n2, 0, β2] avec Sj = Λ∩Zj, j = 1, 2. Il en est de meˆme pour la strate [ΛM , nM , 0, β],
somme directe des strates semi-simples [SM1 , n
M
1 , 0, β1] et [S
M
2 , n
M
2 , 0, β2].
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(ii) P est le sous-groupe parabolique de G+ stabilisant le drapeau {0} ⊂ W (−1) ⊂W (−1)⊕
W (0) ⊂ W (−1) ⊕ W (0) ⊕ W (1), U est son radical unipotent, M est le fixateur de la
de´composition, P− et U− sont les oppose´s de P et U par rapport a` M .
(iii) On demande P+(ΛoE) = (P
+(ΛMoE) ∩ P ) P1(Λ
M
oE
).
Rappelons que b0(Λ
M) est un oE-ordre autodual maximal. On applique les re´sultats du
paragraphe pre´ce´dent a` ΛM en ajoutant l’exposant M aux notations si ne´cessaire. Alors :
Proposition 2.33. SoitWM la repre´sentation de P+(ΛMoE) dans l’espace de η
M
ext
de´finie dans
la proposition 2.30 et soit IntWM la bijection correspondante. Alors κ
M , prolongement de
ηM a` J+(ΛM), est une β-extension si et seulement si IntWM (κ
M), prolongement de ηM
int
a`
J+
int
(ΛM), est une β-extension.
De´monstration. Il suffit de montrer, pour une suite autoduale Λm de oE-re´seaux telle que
b0(Λ
m) soit un oE-ordre autodual minimal contenu dans b0(Λ
M), que les conditions suivantes
sont e´quivalentes :
(i) κM est un prolongement de η(Λm,ΛM) ;
(ii) IntWM (κ
M ) est un prolongement de ηint(Λ
m,ΛM).
On choisit, comme on le peut, une suite Λm telle que la de´composition V =W (−1) ⊕W (0) ⊕
W (1) soit proprement subordonne´e a` la strate [Λm, nm, 0, β] et telle que b0(Λ
m) ⊂ b0(Λ).
• L’hypothe`se (iii) entraˆıne P+(ΛoE) = (P
1(ΛMoE)∩U
−)(P+(ΛMoE)∩M)(P
+(ΛMoE)∩U) donc
P1(Λ
m
oE
)∩U− ⊂ P 1(ΛMoE)∩U
−. Comme P 1(ΛMoE) ⊂ P
1(ΛmoE), on a en fait P1(Λ
m
oE
)∩U− =
P1(ΛoE) ∩ U
− = P1(Λ
M
oE
) ∩ U−, contenu dans J1(Λ).
• Rappelons que η(Λm,ΛM) est une repre´sentation de P 1(ΛmoE)J
1(ΛM), posse`dant une
de´composition d’Iwahori relative a` (P,M) et d’intersection avec U− : J1(ΛM) ∩ U−.
On peut comme au paragraphe 1.3 de´finir la repre´sentation ηP (Λ
m,ΛM) du groupe
(P 1(ΛmoE)∩P )J
1
P (Λ
M) : c’est l’action sur les J1(ΛM)∩U -invariants de η(Λm,ΛM). On
ve´rifie que η(Λm,ΛM) est la repre´sentation induite de ηP (Λ
m,ΛM).
• Le groupe P+(ΛoE)J
1(ΛM) contient P+(ΛmoE)J
1(ΛM), de sorte que la condition voulue
sur κM peut se voir comme une condition sur sa restriction a` P+(ΛoE)J
1(ΛM), a` laquelle
le lemme 1.10 s’applique. Ainsi κM prolonge η(Λm,ΛM) si et seulement si κMP prolonge
ηP (Λ
m,ΛM).
• Les meˆmes constructions s’appliquent dans G+int aux objets induits dans les groupes
d’isome´tries de Z1 et Z2 ; on continue d’utiliser la notation P au lieu d’utiliser une
notation spe´cifique pour le parabolique P ∩ G+int. Elles aboutissent a` : IntWM (κ
M)
prolonge ηint(Λ
m,ΛM) si et seulement si IntWM (κ
M)P prolonge ηint(Λ
m,ΛM)P .
• On peut de´crire ηP (Λm,ΛM) de fac¸on analogue a` la proposition 1.14 ci-dessus et a`
[21], preuve de la proposition 6.3 : c’est la repre´sentation de (P 1(ΛmoE) ∩ P )J
1
P (Λ
M)
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prolongeant ηP (Λ
M) qui est triviale sur P 1(ΛmoE) ∩ U et e´gale a` η(Λ
m(0),ΛM
(0)
) ⊗
η˜(Λm(1),ΛM
(1)
) sur P 1(ΛmoE) ∩ M . Il en est de meˆme pour ηint(Λ
m,ΛM)P avec les
modifications e´videntes.
Les conditions “κMP prolonge ηP (Λ
m,ΛM)” et “IntWM (κ
M)P prolonge ηint(Λ
m,ΛM)P” se lisent
sur J+int,P (Λ
M). Par la proposition 2.26, la restriction de κMP a` J
+
int,P (Λ
M) est e´quivalente a`
wMU IntWM (κ
M)P . Comme w
M
U est trivial sur le (p-)groupe de de´finition de ηint(Λ
m,ΛM)P ,
on a le re´sultat annonce´. 
Remarque 2.34. On montre de la meˆme fac¸on que κM prolonge η(Λ,ΛM) si et seulement
si IntW(κ
M) prolonge ηint(Λ,Λ
M).
Nous pouvons enfin rassembler tous les re´sultats et de´crire le lien entre β-extensions dans
G+ et dans G+int en termes de l’application rP du paragraphe 1.4 et du caracte`re w
M
U de la
proposition 2.30 applique´e a` la suite ΛM . Le caracte`re wMU de P
+(ΛMoE) ∩ P/P
1(ΛMoE) ∩ P
s’identifie a` un caracte`re de P+(ΛoE) = (P
+(ΛMoE) ∩ P ) P1(Λ
M
oE
), trivial sur P 1(ΛoE). On
rappelle que P+(ΛoE) = (P
1(ΛoE) ∩ U
−)(P+(ΛoE) ∩M)(P
1(ΛoE) ∩ U).
The´ore`me 2.35. Soit κ(Λ) un prolongement de η(Λ) a` J+(Λ) et κ(S1)⊗κ(S2) un prolonge-
ment de η(S1)⊗ η(S2) a` J
+
int
(Λ) = J+(S1)× J+(S2), relie´s par la condition
rP (κ(Λ)) = rP (κ(S1)⊗ κ(S2)) .
Soit wMU le caracte`re de P
+(ΛoE), trivial sur P
1(ΛoE), qui a` x ∈ P
+(ΛoE) ∩M associe la
signature de la permutation v 7→ xvx−1 de J1
ext
(ΛM) ∩ U−/H1(ΛM) ∩ U−.
La repre´sentation κ(Λ) est une β-extension de η(Λ) relativement a` ΛM si et seulement si la
repre´sentation wMU (κ(S1)⊗ κ(S2)) est une β-extension de η(S1)⊗ η(S2) relativement a` Λ
M .
De´monstration. Elle s’appuie sur le diagramme suivant :
{Prolongements de η(Λ) a` J+(Λ)}
B
←→ {Pr. de η(Λ,ΛM) a` P+(ΛoE)J
1(ΛM)}
rP ↓ rP ↓
{Pr. de ηP (Λ)|J1(Λ)∩M a` J
+(Λ) ∩M}
B
←→ {Pr. de ηP |M(Λ,Λ
M) a` J+(ΛM) ∩M}
↓ Φ ↓
{Pr. de ηP (S1)|J1(S1)∩M ⊗ η(S2) a` J
+
int(Λ) ∩M}
B
←→ {Pr. de ηP |M(S1, S
M
1 )⊗ η(S2, S
M
2 )
a` J+int(Λ
M) ∩M}
rP ↑ rP ↑
{Pr. de η(S1)⊗ η(S2) a` J
+
int(Λ)}
B
←→ {Pr. de η(S1, S
M
1 )⊗ η(S2, S
M
2 )
a` P+(ΛoE)J
1
int(Λ
M)}
Expliquons ce diagramme. Les deux premie`res lignes reproduisent le diagramme commutatif
de la proposition 1.20 applique´e a` Λ et ΛM , avec e´change des lignes et des colonnes. Les
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deux dernie`res lignes reproduisent le meˆme diagramme commutatif dans le groupe G+int, avec
les paires (S1, S
M
1 ) et (S2, S
M
2 ), et inverse´ ; noter que η(S2, S
M
2 ) = ηP |M(S2, S
M
2 ).
Soit de nouveau WM la repre´sentation de P+(ΛMoE) dans l’espace de η
M
ext de´finie dans la
proposition 2.30, soit IntWM la bijection correspondante et soit Φ l’isomorphisme associe´ par
la proposition 2.26. Alors Φ entrelace des repre´sentations de J+int,P (Λ
M), en particulier de
J+int,P (Λ
M) ∩M = J+int(Λ
M) ∩M = J+(ΛM) ∩M = (J+(SM1 ) ∩M)× J
+(SM2 ) (cf (1.11)), et
Φ est le produit tensoriel par (wMU )
−1 = wMU . La compose´e de haut en bas, soit r
−1
P ◦Φ ◦ rP ,
des applications verticales de droite du diagramme est la bijection IntWM .
Partons alors de κ(Λ), prolongement de η(Λ) a` J+(Λ). C’est une β-extension relativement
a` ΛM si et seulement si son image B(κ(Λ)), prolongement de η(Λ,ΛM) a` P+(ΛoE)J
1(ΛM),
se prolonge a` J+(ΛM) en une β-extension de η(ΛM). Puisque WM est une repre´sentation de
P+(ΛMoE) tout entier, cette condition e´quivaut a` : IntWM (B(κ(Λ))) se prolonge a` J
+
int(Λ
M)
en une β-extension de ηint(Λ
M) (proposition 2.33). Ceci signifie exactement que :
B−1[ IntWM (B(κ(Λ)))] est une β-extension de η(S1)⊗ η(S2) relativement a` Λ
M .
Il reste a` faire le lien avec les applications rP de la colonne de gauche. L’application
faisant commuter le diagramme du milieu est encore le produit tensoriel par wMU puisque
la bijection canonique est compatible a` la torsion par les caracte`res de P+(ΛoE)/P
1(ΛoE)
(lemme 1.5). Autrement dit :
rP (κ(Λ)) = w
M
U rP (B
−1[ IntWM (B(κ(Λ)))]) = rP
(
wMU B
−1[ IntWM (B(κ(Λ)))]
)
. 
Exemple 2.36. Plac¸ons-nous dans un groupe symplectique avec dimW (1) = 1, de sorte que
G ≃ Sp(2N+2, F ) et Gint ≃ Sp(2, F )×Sp(2N,F ). Prenons dans Z1 la strate nulle [S1, 0, 0, 0]
attache´e a` une suite de re´seaux dont le fixateur est le sous-groupe d’Iwahori standard I de
Sp(2, F ), dans Z2 une strate semi-simple sans composante nulle [S2, n2, 0, β2]. Alors η(S1) est
la repre´sentation triviale de J1(S1), radical pro-unipotent de J(S1) = I. Un prolongement
κ(S1) de η(S1) a` I est un caracte`re Ξ de I de la forme Ξ ( a bc d ) = ξ(a) pour un caracte`re ξ
de o×F trivial sur 1 + pF . Un tel caracte`re est une β-extension relativement a` une des deux
suites de re´seaux minimales S+1 et S
−
1 extraites de S1 si et seulement si κ(S1) est le caracte`re
trivial de I (Corollaire 1.9, Proposition 1.6).
Soient ξ et Ξ comme ci-dessus, soit κ(S2) un prolongement de η(S2) a` J(S2) et soit
κP (Λ) le prolongement de ηP (Λ) a` JP (Λ) dont la restriction a` JP (Λ) ∩M est ξ ⊗ κ(S2). Le
the´ore`me 2.35 dit que Ind
J(Λ)
JP (Λ)
κP (Λ) est une β-extension relativement a` la suite de re´seaux
ΛM = S+1 ⊥ S2 si et seulement si w
M
U (Ξ ⊗ κ(S2)) est une β-extension de 1J1(S1) ⊗ η(S2)
relativement a` ΛM . D’apre`s nos hypothe`ses b0(S2) est un ordre autodual maximal, de sorte
que wMU κ(S2) est une β-extension si et seulement si κ(S2) en est une (De´finition 1.4 ; w
M
U
est trivial sur les sous-groupes unipotents). Il reste :
Ind
J(Λ)
JP (Λ)
κP (Λ) est une β-extension relativement a` Λ
M si et seulement si Ξ = wMU .
La de´termination de wMU ne´cessite d’expliciter le quotient J
1
ext (Λ
M)∩U−/H1(ΛM)∩U−.
A titre d’exemple, supposons que l’e´le´ment β2 engendre une extension totalement ramifie´e de
degre´ 2N dans laquelle il a pour valuation −(2Nk+1), k ∈ N ; il est en particulier minimal.
On obtient J1ext (Λ
M) ∩ U− sous la forme de matrices par blocs
(
1 0 0
Y I 0
z X 1
)
appartenant a`
Sp(2N + 2, F ) avec z ∈ pF et X ∈
(
pk+1F , · · · , p
k+1
F , p
k
F , · · · , p
k
F
)
(N fois pk+1F et N fois
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pkF ). La description de H
1(ΛM) ∩ U− est analogue avec cette fois N + 1 fois pk+1F et N − 1
fois pkF , de sorte que le quotient cherche´ est isomorphe a` oF/pF . Pour x ∈ o
×
F , l’action
de ι(x) ∈ P+(ΛoE) ∩ M est la multiplication par x
−1 dans oF/pF , la signature de cette
permutation est l’unique caracte`re d’ordre 2 de k×F . En particulier, Ind
J(Λ)
JP (Λ)
κP (Λ) est une
β-extension relativement a` ΛM si et seulement si ξ2 = 1 et ξ 6= 1.
Le cas ΛM = S−1 ⊥ S2 est semblable.
3 Application a` la re´ductibilite´
3.1 Une paire couvrante et son alge`bre de Hecke
Soit [Λ, n, 0, β] une strate semi-simple gauche et V = W (−1)⊕W (0)⊕W (1) une de´composition
autoduale de V telle que W (0) contienne tous les V i sauf un ; quitte a` re´ordonner les V i on
peut donc supposerW (0) = V 1∩W (0) ⊥ V 2 ⊥ · · · ⊥ V l et
(
W (−1) ⊕W (1)
)
⊥ V 1∩W (0) = V 1.
On demande que cette de´composition soit exactement subordonne´e a` la strate [Λ, n, 0, β],
c’est-a`-dire proprement subordonne´e et telle que b0(Λ
(0)) soit un oE-ordre autodual maximal
de EndF (W
(0))∩B et b0(Λ(1)) un oE1-ordre maximal de EndE1(W
(1)) [21, Definition 6.5]. Soit
e1 la pe´riode sur E1 de la suite de re´seaux Λ
1 ; quitte a` e´changer W (−1) et W (1), on suppose
comme dans [21, §6.2] que l’unique entier q1 ve´rifiant −
e1
2
< q1 ≤
e1
2
et Λ(1)(q1+1) ( Λ
(1)(q1)
est positif ou nul ; comme la de´composition est proprement subordonne´e on a de fait q1 > 0.
Soit P le sous-groupe parabolique de G stabilisant le drapeau W (−1) ⊂W (−1)⊕W (0) ⊂ V ,
U son radical unipotent, M le fixateur de la de´composition autoduale, P− et U− les oppose´s
de P et U par rapport a`M . La de´composition V = W (−1)⊕W (0)⊕W (1) de´termine des injec-
tions des alge`bres EndF (W
(i)), i = 0, 1,−1, dans EndF (V ), obtenues par un prolongement
nul sur les deux autres sous-espaces. L’involution adjointe g 7→ g¯ sur EndF (V ) se restreint a`
EndF (W
(0)) en une involution note´e de la meˆme fac¸on, et induit un isomorphisme note´ x 7→ xˆ
de EndF (W
(1)) sur EndF (W
(−1)). On identifie le groupe GLF (W
(1)) = G˜(1) a` un sous-groupe
de G au moyen du monomorphisme ι qui a` g ∈ G˜(1) associe ι(g) = (gˆ−1, IW (0), g) ∈ G ∩M .
On note G(0) = G ∩GLF (W (0)) ; ainsi M ≃ G(0) × ι(G˜(1)).
Soit E01 le corps des points fixes de l’involution adjointe dans E1 et e0 l’indice de ramifi-
cation de E1 sur E
0
1 ; fixons une uniformisante ̟1 de E1 telle que ¯̟ 1 = (−1)
e0−1̟1. Notons
enfin f1 la E1/E
0
1-forme ǫ-hermitienne non de´ge´ne´re´e sur V
1 associe´e a` la restriction de h.
Suivant toujours [21, §6.2] on choisit une base ordonne´e B(1) = {v1, · · · , vd} du re´seau Λ(1)(0)
sur oE1. Les e´le´ments v−i, 1 ≤ i ≤ d, de´finis par f1(vj , v−i) = ̟1δij (1 ≤ j ≤ d) constituent
une base ordonne´e B(−1) = {v−1, · · · , v−d} du re´seau Λ(−1)(1) sur oE1. On de´finit les e´le´ments
I1,−1, I−1,1 de B1 et s1 et s
̟
1 de G
+
E comme suit :
I−1,1 (vi) = v−i et I−1,1 (v−i) = 0 pour 1 ≤ i ≤ d ;
I1,−1 (v−i) = vi et I1,−1 (vi) = 0 pour 1 ≤ i ≤ d ;
s1 = I−1,1 + ǫ(−1)
e0−1 I1,−1 + IW (0) ; s
̟
1 = ̟
−1
1 I−1,1 + ǫ̟1 I1,−1 + IW (0).
Aucun des e´le´ments s1 et s
̟
1 n’appartient a` P
+(ΛoE) car la de´composition est exactement
subordonne´e [21, Definition 6.8, Lemma 6.7], tandis que pour toute suite autoduale ΛM de
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oE-re´seaux telle que b0(Λ
M) soit un oE-ordre autodual maximal contenant b0(Λ), l’un de ces
deux e´le´ments appartient a` P+(ΛMoE) [21, fin du §6.2]. Remarquons que
s21 = ι
(
ǫ(−1)e
0−1IW (1)
)
, (s̟1 )
2 = ι (ǫIW (1)) , s
̟
1 s1 = ι (ǫ̟1) , s1s
̟
1 = ι
(
ǫ(−1)e
0−1̟−11
)
.
On obtient un automorphisme involutif σ1 de G˜
(1) en posant : ι(σ1(g)) = s1ι(g)s
−1
1 .
Lemme 3.1 ([21] Lemma 7.11, Corollary 7.12). Soit JP = JP (Λ) = H
1(Λ)(J(Λ) ∩ P ).
Posons ζ = ι
(
̟−11
)
et ζ ′ = ι
(
̟−1F
)
ou` ̟F est une uniformisante de F . Alors ζ
′ est un
e´le´ment fortement positif ou fortement ne´gatif du centre de M et on a
JP s1JP s
̟
1 JP = JP ζJP et (JP ζJP )
e(E1/F ) = JP ζ
e(E1/F )JP = JP ζ
′JP .
Les meˆmes re´sultats sont valides en remplac¸ant JP (Λ) par JP−(Λ).
De´monstration. On reprend la de´monstration de [21, Lemma 7.11] en notant J1 = J1(Λ)
etc. Le changement de J0P en JP ou J
+
P n’affecte que l’intersection avec M , normalise´e par s1
et s̟1 , la conjugaison par s1 ou s
̟
1 e´change U et U
−, et il suffit en fait de travailler dans G˜.
Notons e(i) la projection de V sur W (i) de noyau la somme des W (j) pour j 6= i et de´taillons
les calculs de loc. cit.. On e´crit J˜1 ∩ U− = 1 + e(1)Je(0) + e(1)Je(−1) + e(0)Je(−1) d’ou`
s1(J˜
1 ∩ U−)s−11 = 1 + I−1,1e
(1)Je(0) + I−1,1e
(1)JI−1,1 + e
(0)JI−1,1e
(1).
Comme e(i) appartient a` b0(Λ), I−1,1e
(1) appartient a` b0(Λ) et b1(Λ)J ⊂ H, on en de´duit
s1(J˜
1 ∩ U−)s−11 ⊂ H˜
1 ∩ U
assertion un peu plus forte que loc. cit.(ii). On a de meˆme
(s̟1 )
−1(J˜1 ∩ U)s̟1 ⊂ H˜
1 ∩ U−,
qui est l’assertion (iii) de loc. cit.. Ces proprie´te´s suffisent a` conclure puisque les groupes
JP et JP− sont les groupes (H
1 ∩ U−)(J ∩M)(J1 ∩ U) et (J1 ∩ U−)(J ∩M)(H1 ∩ U). 
Partons d’un caracte`re semi-simple θ de H1(β,Λ) et re´sumons, d’apre`s [21, §5.3], les
proprie´te´s des objets associe´s que voici :
• son prolongement θP a` H1P (Λ) = H
1(Λ)(J1(Λ) ∩ U) trivial sur J1(Λ) ∩ U ;
• l’unique repre´sentation irre´ductible ηP de J
1
P (Λ) = H
1(Λ)(J1(Λ) ∩ P ) contenant θP ;
• l’unique repre´sentation irre´ductible η de J1(Λ) contenant θ, qui ve´rifie η ≃ IndJ
1(Λ)
J1
P
(Λ)
ηP ;
• un prolongement κ de η a` J+(Λ) ;
• la repre´sentation κP de J
+
P (Λ) = H
1(Λ)(J+(Λ) ∩ P ) obtenue par restriction de κ a`
l’espace des J1(Λ) ∩ U -invariants de η, qui prolonge ηP et ve´rifie κ ≃ Ind
J+(Λ)
J+
P
(Λ)
κP .
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Les groupes conside´re´s ont tous une de´composition d’Iwahori relative a` (M,P ), les repre´sen-
tations θP , ηP et κP sont triviales sur H
1(Λ) ∩ U− et J1(Λ) ∩ U = J+(Λ) ∩ U et leur
composante en M ve´rifie :
θP |H1(Λ)∩M = θ|H1(Λ)∩M = θ
(0) ⊗ θ˜(1);
ηP |J1(Λ)∩M ≃ η
(0) ⊗ η˜(1);
κP |J+(Λ)∩M ≃ κ
(0) ⊗ κ˜(1);
ou` θ(0) est un caracte`re semi-simple gauche de H1(β(0),Λ(0)), η(0) est l’unique repre´sentation
irre´ductible de J1(β(0),Λ(0)) contenant θ(0), κ(0) est un prolongement de η(0) a` J+(β(0),Λ(0)) ;
θ˜(1) est un caracte`re semi-simple de H˜1(β(1),Λ(1)) = H˜1(2β(1),Λ(1)) attache´ a` la strate
[Λ(1), n(1), 0, 2β(1)], η˜(1) est l’unique repre´sentation irre´ductible de J˜1(β(1),Λ(1)) contenant
θ˜(1) et κ˜(1) est un prolongement de η˜(1) a` J˜(β(1),Λ(1)). En outre :
Lemme 3.2 ([21] Proposition 6.3, Lemma 6.9, Corollary 6.10). L’involution σ1 sta-
bilise le groupe J˜(β(1),Λ(1)). De plus, si κ est une β-extension de η, alors κ(0) est une
β(0)-extension, κ˜(1) est une 2β(1)-extension e´quivalente a` κ˜(1) ◦ σ1 et s1 et s
̟
1 entrelacent κP .
Les groupes J(Λ)/J1(Λ) et JP (Λ)/J
1
P (Λ) sont isomorphes a` P (ΛoE)/P
1(ΛoE), lui-meˆme
isomorphe a` P (Λ
(0)
oE )/P
1(Λ
(0)
oE ) × ι(P˜ (L
(1)
oE )/P˜
1(Λ
(1)
oE )) [21, Lemma 5.3]. Donnons-nous une
repre´sentation cuspidale irre´ductible ρ de ces groupes, que l’on peut e´crire sous la forme
ρ(0)⊗ ι(ρ˜(1)) moyennant les identifications ci-dessus, et conside´rons les repre´sentations λP de
JP (Λ) et λ de J(Λ) de´finies par
λP = κP ⊗ ρ, λ = κ⊗ ρ.
D’apre`s [21, Lemma 6.1] – dont la de´monstration n’utilise pas le fait que κ soit une β-
extension – elles sont irre´ductibles, on a λ = c-IndJJPλP et l’isomorphisme d’alge`bres naturel
de H(G, λP ) sur H(G, λ) envoie une fonction de support JP yJP , y ∈ GE , sur une fonction
de support JyJ .
Fixons, pour i = 2, · · · , l, une oEi-base de la suite de re´seaux Λ
i, fixons une oE1-base de
la suite de re´seaux Λ1 ∩W (0), et prenons la base B(−1) ∪ B(1) de W (−1) ⊕W (1). Ceci de´finit
un tore de´ploye´ maximal de G+E de normalisateur N
+. Soit N+Λ l’intersection de N
+ avec le
normalisateur dans G+E de P
0(ΛoE) ∩M . On a N
+
Λ = N
+
Λ(0)
× N+
Λ 6=0
ou` N+
Λ(0)
et N+
Λ 6=0
sont
les objets analogues de´finis dans G+E ∩GLF (W
(0)) = G+E1 ∩GLF (W
(0) ∩ V 1)×G+E2 × · · ·G
+
El
et G+E1 ∩ GLF (W
(−1) ⊕ W (1)) respectivement. Soit τ une composante irre´ductible de la
restriction de ρ a` P 0(ΛoE) ; on peut l’e´crire comme plus haut sous la forme τ
(0) ⊗ ι(ρ˜(1)), de
sorte que
N+Λ (τ) := {n ∈ N
+
Λ /
nτ ≃ τ} = N+
Λ(0)
(τ (0))×N+
Λ 6=0
(ι(ρ˜(1)))
et NΛ(τ) := N
+
Λ (τ) ∩G =
(
N+
Λ(0)
(τ (0))×N+
Λ 6=0
(ι(ρ˜(1)))
)
∩G.
Rappelons que s1 et s
̟
1 appartiennent a` GE dans tous les cas excepte´ celui du groupe
spe´cial orthogonal avec β1 = 0 et dim FW
(1) impaire [21, §6.2]. Plac¸ons-nous dans cette
situation d’exception et supposons V 1 ∩W (0) 6= {0}. Le groupe G+E1 ∩GLF (W
(0) ∩ V 1) est
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alors un groupe orthogonal et l’on peut choisir p ∈ P+(Λ(0)oE ∩V
1) de de´terminant −1 tel que
p2 = 1 [21, Case (i) p.350] ; si V 1 ∩W (0) est de dimension impaire on choisit p = −1. Alors
ps1 et ps
̟
1 ve´rifient toutes les proprie´te´s de s1 et s
̟
1 utilise´es pre´ce´demment et appartiennent
a` GE . Dans tous les autres cas posons p = 1. Soit enfin W le groupe de Weyl affine a`
deux ge´ne´rateurs engendre´ par ps1 et ps
̟
1 (par abus de langage - plus exactement c’est le
quotient du groupe engendre´ par ps1, ps
̟
1 et ι(o
×
E1
) par ι(o×E1)). Alors NΛ 6=0/NΛ 6=0 ∩ P (Λ
6=0
oE
)
est isomorphe a` W lorsque ps1 appartient a` GE, c’est-a`-dire dans tous les cas excepte´ celui
du groupe spe´cial orthogonal avec β1 = 0, dim FW
(1) impaire et V 1 ∩W (0) = {0}.
Proposition 3.3 ([21] §6.4). Posons JP = JP (Λ) et soit κ un prolongement de η a` J
+(Λ).
(i) Dans les trois cas suivants :
(a) la repre´sentation λ˜(1) n’est pas e´quivalente a` λ˜(1) ◦ σ1,
(b) p n’entrelace pas τ (0),
(c) ps1 n’appartient pas a` GE,
le support de l’alge`bre H(G, λP ) est JP (IG(0)(λ
(0))× ι(E×1 ))JP .
(ii) Si λ˜(1) est e´quivalente a` λ˜(1) ◦ σ1 et p entrelace τ
(0) et ps1 appartient a` GE, le support
de H(G, λP ) est JP (IG(0)(λ
(0))⋊W ) JP .
De´monstration. Supposons tout d’abord que κ est une β-extension standard de η ; en
particulier κ˜(1) est e´quivalente a` κ˜(1) ◦ σ1 et la condition “λ˜(1) est e´quivalente a` λ˜(1) ◦ σ1” est
ve´rifie´e si et seulement si ρ˜(1) est e´quivalente a` ρ˜(1) ◦ σ1 (variante de [5, de´monstration de la
Proposition 5.3.2]). L’application de [21] (Proposition 6.15, Corollary 6.16 et de´monstration
de la Proposition 6.18) montre que l’entrelacement de λP est contenu dans JPNΛ(τ)JP .
D’autre part l’entrelacement de λP dans M est exactement l’entrelacement de λ
(0) ⊗ ι(λ˜(1))
[6, Proposition 6.3 (ii)]. Si ρ˜(1) n’est pas e´quivalente a` ρ˜(1) ◦ σ1 ou si ps1 n’appartient pas
a` GE, NΛ 6=0(ι(ρ˜
(1))) se re´duit a` ι(E×1 ) qui entrelace effectivement la repre´sentation, d’ou` le
re´sultat. Il en est de meˆme si p n’entrelace pas τ (0), car ps1 alors n’entrelace pas τ . Dans le
second cas au contraire, ps1 entrelace τ , donc ρ, donc λP .
Un prolongement κ arbitraire de η a` J+(Λ) peut s’e´crire sous la forme κs ⊗ χ ou` κs
est une β-extension standard de η et χ est un caracte`re de P+(ΛoE)/P
1(ΛoE) (par unicite´
des ope´rateurs d’entrelacement de η a` scalaire pre`s [21, Proposition 3.5]). Ecrivons χ =
χ(0) ⊗ ι(χ˜(1)). Alors l’entrelacement de λP = (κs ⊗ χ)P ⊗ ρ = κsP ⊗ χρ est de´termine´ par
l’action de σ1 sur χ˜
(1) ⊗ ρ˜(1). Comme κ˜s
(1)
est e´quivalente a` κ˜s
(1)
◦ σ1, la premie`re partie
donne le re´sultat. Noter que si κ est une β-extension le lemme 3.2 s’applique aussi bien a` κ
qu’a` κs, le caracte`re χ˜(1) est donc σ1-invariant (voir aussi [21, Corollary 6.13]), de sorte que
ρ˜(1) est σ1-invariante si et seulement si ρ˜
(1) ⊗ χ˜(1) l’est. 
Corollaire 3.4. Soit κ un prolongement de η a` J+(Λ) et λ = κ ⊗ ρ comme ci-dessus.
Notons J (0) = J(β(0),Λ(0)) et J˜ (1) = J˜(β(1),Λ(1)). La paire (JP , λP ) est une paire couvrante
de (J (0)× ι(J˜ (1)), λ(0) ⊗ ι(λ˜(1))) dans G. Il en est de meˆme de la paire analogue (JP−, λP−).
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Dans le cas (i) de la proposition, l’alge`bre H(G, λP ) est isomorphe a` H(M,λP |J∩M). En
particulier, la repre´sentation induite parabolique d’une repre´sentation irre´ductible de M de
type λP |J∩M est toujours irre´ductible.
Dans le cas (ii) de la proposition, si IG(0)(λ
(0)) = J (0), l’alge`bre H(G, λP ) est une alge`bre
de convolution sur W . Sa structure est de´termine´e par les relations quadratiques ve´rifie´es
par deux ge´ne´rateurs T1 et T
̟
1 de supports respectifs JPps1JP et JPps
̟
1 JP .
De´monstration. Dans le cas (i) de la proposition, l’entrelacement de λP est forme´ de doubles
classes d’e´le´ments deM , la paire est donc couvrante par [6, Comments 8.2] ; les conse´quences
sur l’irre´ductibilite´ sont prouve´es dans loc. cit. et rappele´es au paragraphe suivant.
Dans l’autre cas, l’entrelacement de λP est JPWJP . Graˆce au lemme 3.1, qui reste valide
pour ps1 et ps
̟
1 , et aux re´sultats de loc. cit., il suffit de montrer que les e´le´ments de H(G, λP )
de support JPps1JP et JPps
̟
1 JP sont inversibles, ce que l’on peut faire comme dans [10] §2.2
(en ve´rifiant que les de´monstrations des lemmes 2.10 et 2.13 s’appliquent mot pour mot) ou
en passant directement aux e´nonce´s plus pre´cis ci-apre`s.
Pour passer de P a` P− il suffit de remarquer que l’action de κ|J
P−
sur les J1(Λ) ∩ U−-
invariants de η est aussi e´gale a` κ(0) ⊗ κ˜(1) sur J ∩ M . C’est e´le´mentaire en prenant le
mode`le de η ≃ c-IndJ
1
J1
P
ηP forme´ des fonctions de J
1 ∩U−/H1 ∩U− dans l’espace de ηP : les
J1(Λ) ∩ U−-invariants sont les fonctions constantes. 
Pour obtenir des pre´cisions sur les relations quadratiques du second cas ci-dessus nous
suivons encore [21], §7.1 et 7.2.2. Commenc¸ons par construire deux suites de oE-re´seaux
autoduales M0 = M
1
0 ⊥ Λ
2 · · · ⊥ Λl et M1 = M
1
1 ⊥ Λ
2 · · · ⊥ Λl comme dans loc. cit. §7.2.2,
a` partir des suites de oE1-re´seaux M
1
0 et M
1
1 dans V
1, de pe´riode 2 sur E1, caracte´rise´es par :
M10(0) = Λ
1(1− q1), M
1
0(1) = Λ
1(q1), M
1
1(0) = Λ
1(1−
e1
2
), M11(1) = Λ
1(
e1
2
).
Les ordres b0(M0) et b0(M1) sont des oE-ordres autoduaux maximaux contenant b0(Λ) et la
de´composition V = W (−1)⊕W (0)⊕W (1) est subordonne´e aux strates [Mi, nMi , 0, β] (i = 0, 1).
Enfin s1 appartient a` P
+(M0,oE), s
̟
1 appartient a` P
+(M1,oE) et l’on a :
P+(ΛoE) =
(
P+(M1,oE) ∩ P
−
)
P 1(M1,oE) =
(
P+(M0,oE) ∩ P
)
P 1(M0,oE). (3.5)
En particulier, la repre´sentation ρ = ρ(0)⊗ ι(ρ˜(1)) de J(Λ)/J1(Λ) ≃ P (ΛoE)/P
1(ΛoE) s’e´tend
en une repre´sentation toujours note´e ρ du sous-groupe parabolique P (ΛoE)/P
1(M1,oE) de
P (M1,oE) triviale sur son radical unipotent P
1(ΛoE)/P
1(M1,oE), et de meˆme avec M0,oE .
Avec ces conventions on a :
Proposition 3.6 ([21](7.3)). Si κ est une β-extension de η relative a` M0, il y a un homo-
morphisme d’alge`bres injectif
j 0 : H(P (M0,oE), ρ) →֒ H(G, λP )
pre´servant le support : Supp(j0(φ)) = JP Supp(φ)JP . Il en est de meˆme en remplac¸ant M0
par M1, avec un homomorphisme j1.
Repre´sentation de Weil et β-extensions 29
De´monstration. Il faut justifier l’usage de [21, §7.1], qui s’occupe de repre´sentations de
groupes de la forme J0(Λ), pour nos repre´sentations de groupes J(Λ). Par hypothe`se, il exis-
te une β-extension κ(M0), repre´sentation de J
+(M0), dont la restriction a` P
+(ΛoE)J
1(M0)
correspond a` la repre´sentation κ de J+(Λ) par la bijection canonique B. Reprenant la
de´monstration de [21] Proposition 7.1 pas a` pas, on obtient un isomorphisme d’alge`bres
de Hecke, pre´servant le support, de H(G, κ(M0)|P (ΛoE )J1(M0) ⊗ ρ) sur H(G, κ|J(Λ) ⊗ ρ).
L’isomorphisme de la proposition 7.2 de loc. cit. reste valide puisque κ(M0)|P (ΛoE )J1(M0)
se prolonge a` J(M0). Le dernier isomorphisme de la composition de [21, (7.3)] provient de
[21, Lemma 6.1]. 
Corollaire 3.7. Soit κ un prolongement de η a` J+(Λ) et λ = κ ⊗ ρ comme ci-dessus.
Supposons que la repre´sentation λ˜(1) est e´quivalente a` λ˜(1) ◦ σ1, que p entrelace τ
(0) et que
ps1 appartient a` GE. Soient χ0 et χ1 des caracte`res de P
+(ΛoE)/P
1(ΛoE) tels que κ ⊗ χ
−1
0
soit une β-extension relative a` M0 et κ ⊗ χ
−1
1 une β-extension relative a` M1. Moyennant
une normalisation convenable, les relations quadratiques ve´rifie´es par les ge´ne´rateurs T1 et
T̟1 de H(G, λP ) sont respectivement les relations quadratiques ve´rifie´es par
• le ge´ne´rateur de H(P (M0,oE), ρ⊗ χ0), de support P (ΛoE)ps1P (ΛoE),
• le ge´ne´rateur de H(P (M1,oE), ρ⊗ χ1), de support P (ΛoE)ps
̟
1 P (ΛoE).
Ce corollaire fournit le moyen de calculer les relations quadratiques cherche´es, a` ho-
mothe´tie pre`s, dans un groupe re´ductif fini. Nous indiquons dans le paragraphe suivant les
conclusions qu’une telle connaissance permet de tirer en termes de re´ductibilite´ d’induites.
3.2 Relations quadratiques et points de re´ductibilite´
Nous expliquons dans cette section comment les coefficients des relations quadratiques satis-
faites par les deux ge´ne´rateurs de l’alge`bre de Hecke ci-dessus, sous les hypothe`ses communes
aux corollaires 3.4 et 3.7, de´terminent entie`rement les parties re´elles des quatre points de
re´ductibilite´ de l’induite correspondante.
Commenc¸ons par rappeler la proprie´te´ caracte´ristique des paires couvrantes dans le
groupe classique G, pour des repre´sentations supercuspidales d’un sous-groupe de Levi maxi-
mal M ≃ GL(n, F )× L. On se donne une repre´sentation supercuspidale π de GL(n, F ), un
type (Jn, λn) pour π, une repre´sentation supercuspidale σ de L, un type (J0, λ0) pour σ, un
sous-groupe parabolique P de G de facteur de Levi M , et on suppose construite une paire
couvrante (J, λ) de (Jn × J0, λn ⊗ λ0) dans G. Par de´finition [6, §7] il existe un morphisme
d’alge`bres injectif t : H(M,λn⊗λ0) −→ H(G, λ) rendant le diagramme suivant commutatif :
R[π⊗σ,M ](G) −→ Mod-H(G, λ)
indGP ↑ t∗ ↑
R[π⊗σ,M ](M)
h
−→ Mod-H(M,λn ⊗ λ0)
(3.8)
Nous travaillons ici avec l’induite normalise´e indGP et avec des modules a` droite sur les alge`bres
de Hecke. Le foncteur t∗ associe a` un module X le module HomH(M,λn⊗λ0)(H(G, λ), X),
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dans lequel t de´termine la structure de module de H(G, λ), et le foncteur h associe a` une
repre´sentation τ le module Hom Jn×J0(λn ⊗ λ0, τ).
Les fle`ches horizontales de (3.8) sont des e´quivalences de cate´gories, ce diagramme im-
plique donc que pour tout s ∈ C, la repre´sentation indGP π|det|
s ⊗ σ est re´ductible si et
seulement si le H(G, λ)-module t∗ h (π|det|s ⊗ σ) est re´ductible.
Choisissons pour σ un type (J0, λ0) construit par Stevens [21, Theorem 7.14] de sorte que
σ ≃ IndLJ0λ0. Alors l’alge`bre H(M,λn ⊗ λ0) est isomorphe a` H(GL(n, F ), λn).
Choisissons pour π un type simple maximal de Bushnell-Kutzko (Jn, λn), attache´ a` une
strate simple [Λn, tn, 0, βn]. Posons En = F [βn] et notons ̟En une uniformisante de En.
D’apre`s [5, §6], l’entrelacement de λn est e´gal a` Ĵn = E×n Jn = ̟
Z
En Jn et on a une bijection
Λτ 7−→ τ = Ind
GL(n,F )
Ĵn
Λτ entre l’ensemble des prolongements de λn a` Ĵn et l’ensemble des
classes d’e´quivalence de repre´sentations irre´ductibles de la classe d’inertie de π. Soit Z un
e´le´ment de H(GL(n, F ), λn) de support ̟EnJn ; on a par [5, §5.5] :
H(GL(n, F ), λn) ≃ C[Z,Z
−1].
En particulier, les repre´sentations irre´ductibles de cette alge`bre sont des caracte`res, de´termi-
ne´s par leur valeur en Z. Le groupe X0 des caracte`res non ramifie´s de GL(n, F ) agit sur
H(GL(n, F ), λn) par χ(f)(x) = χ(x)f(x) (χ ∈ X0, f ∈ H(GL(n, F ), λn), x ∈ GL(n, F )), et
si τ est une repre´sentation irre´ductible comme ci-dessus on a : h(τ ⊗ χ−1) = h(τ) ◦ χ soit :
h(τ ⊗ χ−1)(Z) = χ(̟En)h(τ)(Z). (3.9)
Le plongement de GL(n, F ) dansM ⊂ G de´termine une involution g 7→ gˆ−1 sur GL(n, F )
de´duite de l’involution adjointe (voir le de´but du paragraphe pre´ce´dent) ; on dira que π
est autoduale si sa classe d’isomorphisme est fixe´e par cette involution. (Cela signifie que
π est e´quivalente a` sa contragre´diente dans les cas symplectique et orthogonal, a` la con-
tragre´diente de sa compose´e avec la conjugaison de F sur F0 dans le cas unitaire.) Si aucune
des repre´sentations π|det|s n’est autoduale on sait que la repre´sentation induite est toujours
irre´ductible ([18, Corollary 1.8] ; voir aussi [23, Lemmas 4.1 and 5.1]).
Supposons π autoduale et faisons les hypothe`ses suivantes :
(i) L’alge`bre H(G, λ) a deux ge´ne´rateurs T0 et T1 ve´rifiant des relations quadratiques de
la forme (Ti − ω1i )(Ti − ω
2
i ) = 0 (i = 0, 1) et on a t(Z) = T0T1.
(ii) Les quotients des valeurs propres sont des nombres re´els strictement ne´gatifs. On
ordonne alors les valeurs propres de fac¸on que : ω1i /ω
2
i = −q
ri avec ri ≥ 0.
Soit ξ un caracte`re de H(M,λn ⊗ λ0). La repre´sentation t∗(ξ) est de dimension 2, elle est
re´ductible si et seulement si elle contient un caracte`re, c’est-a`-dire si et seulement si il existe
un caracte`re α de H(G, λ) tel que ξ = α ◦ t [1, Proposition 1.13]. Ainsi la re´ductibilite´ de
indGP π|det|
s⊗σ est obtenue exactement pour quatre valeurs de s (compte´es avec multiplicite´),
donne´es par h (π|det|s)(Z) = ωj0ω
k
1 , j, k = 1, 2, c’est-a`-dire
h (π|det|s)(Z) ∈ {α0 = ω
2
0ω
2
1, −q
r0α0, −q
r1α0, q
r0+r1α0}. (3.10)
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On sait par ailleurs que R[π,GL(n,F )](GL(n, F )) contient exactement deux repre´sentations
irre´ductibles autoduales non e´quivalentes : π et π |det |
e
2n
2ipi
log q , pour un unique entier e di-
visant n, qui est l’indice de ramification de En sur F [5, Lemma 6.2.5]. On sait enfin [18, The-
orem 1.6] que pour chaque repre´sentation supercuspidale autoduale π′ de GL(n, F ) l’ensemble
des points de re´ductibilite´ re´els de indGP π
′|det|s ⊗ σ est soit vide, soit de la forme {a,−a}
pour un re´el positif ou nul a. Ainsi il existe au maximum quatre repre´sentations donnant
lieu a` re´ductibilite´ (compte´es avec multiplicite´), a` savoir : π ◦ |det |±s1 et π ◦ |det |±s2+
e
2n
2ipi
log q ,
pour un s1 ∈ R et un s2 ∈ R, dont les images par h sont, via (3.9), les caracte`res ayant pour
valeur en Z un e´le´ment de l’ensemble :
{qs1
n
e h (π)(Z), q−s1
n
e h (π)(Z),−qs2
n
e h (π)(Z),−qs2
n
e h (π)(Z)}. (3.11)
Sous les hypothe`ses (i) et (ii), un sous-ensemble X convenable de (3.11) doit co¨ıncider avec
(3.10). Comme (3.10) contient des paires d’e´le´ments de quotient ne´gatif, le sous-ensemble X
doit avoir la meˆme proprie´te´ : c’est (3.11) tout entier. Les hypothe`ses faites entraˆınent donc
que les induites conside´re´es ont effectivement des points de re´ductibilite´. En comparant les
quotients re´els positifs de valeurs de (3.10) et (3.11) on obtient la formule suivante :
Proposition 3.12. Supposons que l’alge`bre H(G, λ) a deux ge´ne´rateurs ve´rifiant des rela-
tions quadratiques de la forme (Ti−ω1i )(Ti−ω
2
i ) = 0 (i = 0, 1) dont les quotients des valeurs
propres s’e´crivent ω1i /ω
2
i = −q
ri avec ri ≥ 0, et tels que t(Z) = T0T1. Les parame`tres r0, r1
de´terminent alors les parties re´elles des points de re´ductibilite´ de indGP π|det|
s⊗ σ : ce sont
les e´le´ments de l’ensemble
{ ±
e
2n
(r0 + r1), ±
e
2n
(r0 − r1) }.
Remarque 3.13. Cette proposition ne permet pas de de´terminer se´pare´ment les deux points
de re´ductibilite´ re´els correspondant a` chacune des deux repre´sentations autoduales π et
π |det |
e
2n
2ipi
log q . Elle ne fournit que l’ensemble total des parties re´elles des points de re´ductibi-
lite´ pour une repre´sentation autoduale de la classe d’inertie de π.
Remarque 3.14. Lorsque la structure de H(G, λ) est donne´e par un e´nonce´ semblable au
corollaire 3.7 ci-dessus, l’hypothe`se (i) est automatiquement ve´rifie´e. L’hypothe`se (ii) l’est
aussi par [15, §6.7], apre`s [11] : le quotient des valeurs propres est −p c, i.e. l’oppose´ du
quotient des degre´s des deux repre´sentations irre´ductibles formant l’induite de la cuspidale
dans le groupe re´ductif fini.
Remarque 3.15. Pour des repre´sentations σ et π dont les types ve´rifient les hypothe`ses
du paragraphe 3.1 (voir a` ce sujet la remarque 3.18 plus loin) on retrouve les re´sultats de
re´ductibilite´ connus par ailleurs. En effet, si G est un groupe symplectique ou unitaire les
e´nonce´s de ce paragraphe se simplifient (car p = 1 et s1 appartient a` GE) et, comple´te´s par la
proposition 3.12, fournissent l’irre´ductibilite´ de indGP π|det|
s⊗σ si aucune des repre´sentations
π|det|s n’est autoduale, et sa re´ductibilite´ pour un unique s ≥ 0 si π est autoduale. Il en est
de meˆme si G est spe´cial orthogonal en dimension impaire : le seul cas ou` s1 n’appartient pas
a` GE est celui ou` β1 = 0, les espaces V
2, · · · , V l sont alors de dimension paire, car chacun
porte une strate simple gauche non nulle, donc W (0) ∩ V 1 est de dimension impaire d’ou`
p = −1 et ps1 appartient a` GE .
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Le cas du groupe spe´cial orthogonal en dimension paire est plus de´licat. L’irre´ductibilite´
de indGP π|det|
s ⊗ σ si aucune des repre´sentations π|det|s n’est autoduale est donne´e par le
corollaire 3.4. Via les lemmes de Zhang cite´s plus haut, on est assure´s de l’existence de points
de re´ductibilite´ re´els, pour π autoduale, dans tous les cas sauf le suivant : G est un groupe
spe´cial orthogonal et n est impair. De fait, si n est pair, s1 appartient a` GE , p = 1 et l’on
retrouve les situations de´crites plus haut. Supposons n impair ; l’autodualite´ de π entraˆıne
n = 1 par [2, Theorem 1]. Le cas d’exception est donc celui de GL1(F )× SO(2t, F ), Levi de
SO(2t+2, F ). D’apre`s la proposition 3.3 il existera des points de re´ductibilite´ si et seulement
si p entrelace τ (0) et ps1 appartient a` GE – en particulier il n’en existe pas siW
(0)∩V 1 = {0}.
On pourrait comparer cette condition avec celle de Jantzen [12] selon laquelle l’induite a des
points de re´ductibilite´ si et seulement si σ est e´quivalente a` sa conjugue´e par un e´le´ment
du groupe orthogonal de de´terminant −1 (si W (0) ∩ V 1 = {0} il est facile de voir que cette
condition n’est jamais satisfaite). Ce n’est pas notre propos ici.
Ces questions de re´ductibilite´ ont e´te´ beaucoup e´tudie´es, en premier lieu par Shahidi [17,
Theorem 8.1] ; pour le cas d’exception citons par exemple [14], [23], [12]...
3.3 Conclusion
Passons enfin a` l’e´tude de la re´ductibilite´ sous les hypothe`ses communes aux paragraphes
3.1 et 2.4, c’est-a`-dire une de´composition autoduale V = W (−1) ⊕W (0) ⊕W (1) exactement
subordonne´e a` [Λ, n, 0, β], avec W (0) = V 2 ⊥ · · · ⊥ V l et W (−1) ⊕ W (1) = V 1. On pose
Z1 = W
(−1) ⊕W (1), Z2 = W (0), comme au paragraphe 2.4, et on note G
+
1 (resp. G
+
(0)) le
groupe d’automorphismes de la restriction de la forme h a` Z1 (resp. Z2), G1 (resp. G(0)) sa
composante neutre, de sorte que G+int = G
+
(0) ×G
+
1 .
Soient P et M comme en 3.1 et P1, M1 leurs intersections avec G1. Le corollaire 3.4
nous de´crit une paire couvrante (JP , λP ), dans G, de la paire (J
(0) × ι(J˜ (1)), λ(0) ⊗ ι(λ˜(1)))
dans M = G(0) × ι(GLF (W
(1))). Supposons que IG(0)(λ
(0)) = J (0) ; la paire (J (0), λ(0)) est
alors un type pour la classe d’inertie de la repre´sentation supercuspidale σ = c-Ind
G(0)
J(0)
λ(0) de
G(0) ([21, Corollary 6.19] ; κ
(0) est tordue d’une β-extension par un caracte`re, comme dans
la de´monstration de la proposition 3.3). D’autre part b0(Λ
(1)) est un oE1-ordre maximal
de EndE1(W
(1)) donc (J˜ (1), λ˜(1)) est un type pour une classe d’inertie de repre´sentations
supercuspidales de GLF (W
(1)) [5, Theorem 6.2.2] dont on note π un e´le´ment. Le diagramme
3.8 relie alors l’e´tude de re´ductibilite´ des induites IndGP π|det|
s⊗σ a` la structure deH(G, λP ).
Notre but est de comparer les parties re´elles des points de re´ductibilite´ des induites
paraboliques IndGP π|det|
s ⊗ σ dans G aux parties re´elles des points de re´ductibilite´ des
induites paraboliques IndG1P1 π|det|
s dans G1. Dans G1 nous avons une situation tout a` fait
analogue c’est-a`-dire une paire couvrante (JP1(Λ
1), λP1) de la paire (ι(J˜
(1)), ι(λ˜(1))) dans M1
(ce qui de´finit λP1).
D’apre`s le corollaire 3.4, si la repre´sentation λ˜(1) n’est pas e´quivalente a` λ˜(1) ◦ σ1 ou si s1
n’appartient pas a` GE , les alge`bres H(G, λP ) et H(G1, λP1) sont isomorphes a` H(M,λP |J∩M)
et H(M1, λP1 |JP1(Λ1)∩M1
) respectivement et les induites IndGP π|det|
s⊗σ et IndG1P1 π|det|
s sont
toujours irre´ductibles. Le premier cas est celui ou` la classe d’inertie de π ne contient pas
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de repre´sentation autoduale et l’on retrouve le fait qu’une repre´sentation supercuspidale
autoduale posse`de un type autodual.
Plac¸ons-nous de´sormais dans le cas autodual ou` λ˜(1) est e´quivalente a` λ˜(1) ◦ σ1, et sup-
posons que s1 appartient a` GE . L’e´nonce´ du corollaire 3.7, dont on reprend les notations,
peut eˆtre pre´cise´ en ne faisant intervenir que les intersections avec G1. En effet P (M0,oE) est
e´gal au produit P (M
(0)
0,oE
)×P (M10,oE), de meˆme pour P (M1,oE) et P (ΛoE). Comme b0(Λ
(0))
est un oE-ordre autodual maximal de EndF (W
(0))∩B on a P (M(0)0,oE) = P (M
(0)
1,oE
) = P (Λ
(0)
oE ),
de sorte que (cf. (3.5)) les alge`bres :
H(P (M0,oE), ρ⊗ χ0) ≃ H(P (M
1
0,oE
), ι(ρ(1) ⊗ χ(1)0 ))
et H(P (M1,oE), ρ⊗ χ1) ≃ H(P (M
1
1,oE
), ι(ρ(1) ⊗ χ(1)1 ))
de´terminent les relations quadratiques satisfaites par les ge´ne´rateurs de H(G, λP ). De la
meˆme fac¸on, les relations quadratiques satisfaites par les ge´ne´rateurs de H(G1, λP1) sont
de´termine´es par les alge`bres
H(P (M10,oE), ι(ρ
(1) ⊗ χ(1)1,0)) et H(P (M
1
1,oE
), ι(ρ(1) ⊗ χ(1)1,1))
ou` χ1,0 et χ1,1 sont des caracte`res de P
+(Λ1oE)/P
1(Λ1oE) tels que κ1⊗χ
−1
1,0 soit une β-extension
relative a` M10 et κ1 ⊗ χ
−1
1,1 une β-extension relative a` M
1
1.
Dans les deux cas il s’agit d’alge`bresH(G, γ) relatives a` une repre´sentation supercuspidale
autoduale γ du sous-groupe de Levi de Siegel d’un groupe re´ductif fini G, soit
P (Λ1oE)/P
1(Λ1oE) ≃ P˜ (Λ
(1)
oE
)/P˜ 1(Λ(1)oE ) ≃ GL(f, kE1)
ou` kE1 est le corps re´siduel de E1 et f la dimension de W
(1) sur E1. (On rappelle comme au
paragraphe 3.2 que la notion d’autodualite´ correspond ici a` γ ◦ σ1 ≃ γ, et que l’action de σ1
sur GL(f, kE1) est e´quivalente a` g 7→
tg−1 si β1 = 0 ou si E1 est ramifie´e sur E
0
1 , a` g 7→
tg¯−1
si E1 est non ramifie´e sur E
0
1 , la barre de´signant alors l’action de l’e´le´ment non trivial du
groupe de Galois de kE1 sur kE01 .) Les relations quadratiques correspondantes peuvent eˆtre
calcule´es au cas par cas a` partir des travaux de Lusztig. Quoi qu’il en soit, il arrive que ces
relations soient inde´pendantes du choix de la repre´sentation cuspidale autoduale γ. Lorsque
c’est le cas, la proposition 3.12 implique que les parties re´elles des points de re´ductibilite´ de
IndGP π|det|
s ⊗ σ et IndG1P1 π|det|
s sont les meˆmes.
Exemple 3.16. Si E1 est non ramifie´e sur E
0
1 et de degre´ maximal [E1 : F ] = dim FW
(1), le
groupe G est isomorphe dans les deux cas a` U(1, 1)(kE1/kE01 ). Les relations quadratiques sont
toujours homothe´tiques a` X2 = (qE1 − 1)X + qE1 , avec quotient des valeurs propres −qE1 .
L’application de la proposition 3.12 donne pour parties re´elles des points de re´ductibilite´ 0
(double) et ±1
2
. Si E1 est ramifie´e sur E
0
1 et de degre´ maximal, le groupe G est isomorphe a`
SL(2, kE1)) ou O(1, 1)(kE1)). Dans SL(2, kE1)) la relation quadratique est soit X
2 = (qE1 −
1)X + qE1 , soit X
2 = 1, avec quotient des valeurs propres −qE1 ou −1, elle est sensible a` la
torsion ; dans O(1, 1)(kE1)) c’est X
2 = 1. Les parties re´elles des points de re´ductibilite´ sont
soit 0 (double) et ±1
2
, soit 0 (quadruple).
Dans ces deux cas, pour toute repre´sentation σ ve´rifiant les hypothe`ses du pre´sent para-
graphe (voir la remarque 3.18), les points de re´ductibilite´ de IndGP π|det|
s⊗ σ sont de partie
re´elle strictement infe´rieure a` 1.
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Si les relations ne sont pas inde´pendantes du choix de γ, la comparaison cherche´e impose
de comparer les caracte`res χ0 et χ1 d’une part, χ1,0 et χ1,1 d’autre part ; c’est la` qu’intervient
le the´ore`me 2.35. Soit donc w0U (resp. w
1
U−) le caracte`re de P
+(ΛoE), trivial sur P
1(ΛoE),
qui a` x ∈ P+(ΛoE) ∩M associe la signature de la permutation v 7→ xvx
−1 de J1ext (M0) ∩
U−/ H1(M0) ∩ U− (resp. J1ext (M1) ∩ U/H
1(M1) ∩ U). Rappelons que ces caracte`res ne
de´pendent que de la strate [Λ, n, 0, β] (Lemme 2.22).
Les hypothe`ses du paragraphe 2.4 sont ve´rifie´es par le sous-groupe parabolique P et la
suite de re´seaux M0, ainsi que par P
− et M1 (3.5) et les repre´sentations κ et κ1 sont relie´es
par la condition :
rP (κ) = rP
(
κ(0) ⊗ κ1
)
= κ(0) ⊗ ι(κ˜(1)) = rP− (κ) = rP−
(
κ(0) ⊗ κ1
)
.
D’apre`s le the´ore`me 2.35, κ ⊗ χ−10 est une β-extension relative a` M0 si et seulement si
w0Uχ
−1
0 (κ
(0) ⊗ κ1) est une β-extension relative a` M0 ; de meˆme κ⊗ χ
−1
1 est une β-extension
relative a` M1 si et seulement si w
1
U−χ
−1
1 (κ
(0)⊗κ1) est une β-extension relative a` M1. Sur la
composante en W (0) la torsion par w0U ou w
1
U− ne change pas le fait d’eˆtre une β-extension
car ces caracte`res sont triviaux sur tous les sous-groupes unipotents [21, Theorem 4.1]. La
condition se simplifie donc comme suit :
κ ⊗ χ−10 est une β-extension relative a` M0 si et seulement si (χ
(0)
0 )
−1κ(0) est une β-
extension et w0Uχ
−1
0 κ1 est une β-extension relative a` M
1
0 ;
et de meˆme en remplac¸ant M0 par M1 et χ0 par χ1. Notons au passage que χ0 et χ1
diffe`rent d’un caracte`re autodual [21, Remark 6.12] tandis que w0U et w
1
U− sont quadratiques
ou triviaux. Finalement :
Proposition 3.17. Notons γ0 = ι(ρ
(1) ⊗ χ(1)0 ) et γ1 = ι(ρ
(1) ⊗ χ(1)1 ). Les ge´ne´rateurs de
H(G, λP ) se calculent dans
H(P (M10,oE)/P
1(M10,oE), γ0) et H(P (M
1
1,oE
)/P 1(M11,oE), γ1)
tandis que ceux de H(G1, λP1) se calculent dans
H(P (M10,oE)/P
1(M10,oE), γ0 w
0
U) et H(P (M
1
1,oE
)/P 1(M11,oE), γ1 w
1
U−),
ou` le caracte`re w0U (resp. w
1
U−) de P (Λ
1
oE
)/P 1(Λ1oE) associe a` x ∈ P (Λ
1
oE
) la signature de la
permutation v 7→ xvx−1 de J1
ext
(M10)∩U
−/ H1(M10)∩U
− (resp. J1
ext
(M11)∩U/ H
1(M11)∩U).
Remarque 3.18. Bien entendu ce re´sultat ne permet pas de traiter la re´ductibilite´ de
IndGP π|det|
s ⊗ σ pour n’importe quelle paire (π, σ), puisque les types attache´s a` π et σ ont
e´te´ construits a` partir des e´le´ments suivants :
• une strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β] et une de´composition autoduale exactement
subordonne´e a` cette strate V =W (−1) ⊕W (0) ⊕W (1) telle que V 1 =W (−1) ⊕W (1) ;
• un caracte`re semi-simple gauche θ dont la restriction θ(0)⊗ι(θ˜(1)) a`H1(Λ)∩M de´termine
un caracte`re semi-simple gauche θ(0) intervenant dans σ et un caracte`re simple θ˜(1)
intervenant dans π.
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On ne peut l’appliquer qu’a` des paires de repre´sentations posse´dant des strates et caracte`res
semi-simples sous-jacents au-dessus desquels il existe une strate semi-simple et un caracte`re
semi-simple convenablement de´compose´s comme ci-dessus, ce qui peut imposer des conditions
de compatibilite´ entre les caracte`res θ(0) et ι(θ˜(1)) (voir la de´finition des caracte`res semi-
simples [20, Definition 3.13] et la notion de “common approximation” de [7, §8]).
Pre´cisons ceci, avec les notations du paragraphe 3.1. On choisit un type pour la repre´sen-
tation supercuspidale autoduale π avec strate simple sous-jacente [Λ(1), n(1), 0, 2β(1)] et ca-
racte`re simple sous-jacent θ˜(1). On peut sommer la strate [Λ(1), n(1), 0, β(1)] et la strate duale
dans W (−1) de fac¸on a` obtenir une strate simple gauche [Λ1, n1, 0, β1] dans V 1 a` laquelle
V 1 =W (−1) ⊕W (1) soit exactement subordonne´e [2] [10], avec β1 = β(−1) ⊕ β(1). On choisit
par ailleurs un type pour σ avec strate semi-simple gauche sous-jacente [Λ(0), n(0), 0, β(0)] et
caracte`re semi-simple gauche θ(0). On se rame`ne au cas ou` Λ1 et Λ(0) ont meˆme pe´riode. La
proposition 3.17 s’applique alors dans les cas suivants : n1 = n(0) et les polynoˆmes carac-
te´ristiques des strates [Λ1, n1, 0, β1] et [Λ(0), n(0), 0, β(0)] sont premiers entre eux ; n1 = 0 et
β(0) est inversible ; n(0) = 0 et β1 est inversible. Si les strates sont moins “disjointes”, un
examen plus approfondi est ne´cessaire pour de´terminer si θ˜(1) et θ(0) ve´rifient les conditions
d’existence d’un caracte`re θ comme ci-dessus.
En particulier ce re´sultat s’applique toujours si la strate sous-jacente a` π est nulle et β(0)
inversible. En revanche le cas d’un caracte`re autodual π de GL(1, F ) et d’une repre´sentation
σ attache´e a` une strate semi-simple dont une composante simple est nulle (ce qui est au-
tomatique dans un groupe spe´cial orthogonal impair) ne rele`ve pas de la proposition 3.17.
3.4 Exemples
Commenc¸ons par illustrer la signification de la proposition 3.17 a` partir d’exemples base´s
sur les calculs de paires couvrantes et d’alge`bres de Hecke de´ja` faits dans Sp(4, F ) [1] ; le
groupe G est ici symplectique.
Le cas des repre´sentations supercuspidales autoduales π de GL(2, F ) vu comme sous-
groupe de Levi de Siegel de Sp(4, F ) [1, Tableau (3.17)] est conforme a` l’exemple 3.16
ci-dessus. Passons au cas le plus inte´ressant, celui d’un caracte`re quadratique ou trivial
χ˜ de GL(1, F ). Notons χ la restriction de χ˜ a` o×F . La paire couvrante (JP1(Λ1), λP1) dans
G1 = Sp(2, F ) correspondante est tout simplement la paire (I, χ0) ou` I =
(
o×
F
oF
pF o
×
F
)
∩ G1
est un sous-groupe d’Iwahori et χ0 (( a bc d )) = χ(a), (
a b
c d ) ∈ I. Les deux sous-groupes para-
horiques maximaux contenant I sont P0 = SL(2, oF ) et P1 =
(
o×
F
p−1
F
pF o
×
F
)
∩ G1. La seule
β-extension du caracte`re trivial de I1 =
(
1+pF oF
pF 1+pF
)
∩G1 a` I relativement a` l’un ou l’autre
de ces parahoriques est le caracte`re trivial. Notant encore χ0 le caracte`re du sous-groupe
parabolique image de I dans le quotient re´ductif de P0 ou P1, on voit par le corollaire 3.7
que les relations quadratiques de´terminant la re´ductibilite´ sont deux fois celle satisfaite par
un ge´ne´rateur de H(SL(2, kF ), χ0), soit (X +1)(X − q) = 0 (A) (r0 = r1 = 1) si χ est trivial
sur o×F , (X + 1)(X − 1) = 0 (B) (r0 = r1 = 0) sinon, d’ou` la structure bien connue pour
H(SL(2, F ), χ0) et les points de re´ductibilite´ de parties re´elles 0 et 1 dans le premier cas, 0
quatre fois dans le second, pour la repre´sentation Ind
Sp(2,F )
P1
χ˜| |s.
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Occupons-nous maintenant des repre´sentations induites Ind
Sp(4,F )
P χ˜| |
s ⊗ σ ou` σ est une
repre´sentation supercuspidale de Sp(2, F ). L’examen des tableaux (2.17) p. 676 et 1 p. 677
de [1] appelle quelques remarques.
(i) Lorsque σ est une repre´sentation de la se´rie non ramifie´e “exceptionnelle”, i.e. induite
a` partir de l’inflation a` SL(2, oF ) d’une repre´sentation cuspidale de SL(2, kF ) qui ne
se prolonge pas a` GL(2, kF ), et si χ n’est pas trivial, on trouve une relation dont le
quotient des valeurs propres est −q2. De fait, dans ce cas la strate sous-jacente a` σ est
une strate nulle, la strate sous-jacente a` π = χ˜ aussi, et nous ne sommes pas dans les
conditions d’application de la proposition 3.17 (voir la remarque 3.18). C’est pourquoi
cette proposition ne permet de pre´voir ni ce cas, ni les autres cas dits “de niveau 0” ou`
σ est induite de l’inflation d’une repre´sentation cuspidale de SL(2, kF ) qui se prolonge
a` GL(2, kF ).
(ii) Si χ est trivial, on trouve deux relations de type (A) si σ est de la se´rie non ramifie´e et
de niveau strictement positif, deux relations de type (B) si σ est de la se´rie ramifie´e ;
si χ est non trivial, c’est exactement le contraire. Ces cas rele`vent de la proposition
3.17, les caracte`res w0U et w
1
U− sont ne´cessairement triviaux dans le cas non ramifie´ et
non triviaux dans le cas ramifie´.
Dans un groupe symplectique on a calcule´ dans l’exemple 2.36 les caracte`res w0U et w
1
U−
dans le cas d’un caracte`re autodual χ˜ de GL(1, F ) et d’une repre´sentation σ de Sp(2N,F )
attache´e a` un type simple maximal ou` l’e´le´ment β(0) engendre une extension totalement
ramifie´e et y est de valuation congrue a` −1 modulo dimW (0). Ces deux caracte`res sont e´gaux
au caracte`re quadratique non trivial de o×F (comme dans (ii) pour N = 1). La proposition
3.17 nous permet de comparer comme ci-dessus la re´ductibilite´ de Ind
Sp(2N+2,F )
P χ˜| |
s ⊗ σ a`
celle de Ind
Sp(2,F )
P1
χ˜| |s. On en de´duit qu’il y a un unique caracte`re autodual χ˜ de F× tel
que Ind
Sp(2N+2,F )
P χ˜| |
s⊗σ soit re´ductible en s = 1, et que la restriction de ce caracte`re a` o×F
est non triviale. Il s’agit donc, comme on s’y attend par ailleurs, d’un caracte`re quadratique
ramifie´. Cependant (voir remarque 3.13), la de´termination exacte de ce caracte`re parmi les
deux caracte`res quadratiques ramifie´s ne´cessite des calculs plus pousse´s.
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